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اصصوز 01 01 اقس ” 
. “6 7 -. 5 8 0-7 1 ف 


ا يواح الس ١‏ 





الموقم والصفحة الرسمية للمديرية العامة للمناهحج 


8 نذلعت .[811 قت ناننانقا 
الذك هل حرمء.مصحاد يزه داز اقمددة 
لد ونه زقدو فو كنا 








استناداً الى القانون يوزع هجانا وممنع بيعه وتداولة في الأسواق 


تعنى وزارة التربية بإعادة النظر في الكتاب المدرسي من حين إلى آخر وتعديله حيئاً آخر 
واستبداله حيناً آخر وفق ما تقرره لجان مختصة تؤلف لهذا الغرض . وتلقى كتب الرياضيات 
نصيبها الوافي من هذه العناية. 

وهذا الكتاب الثاني من سلسلة كتب الرياضيات للمرحلة الإعدادية للفرع الأدبي , وقد 
رتبئا هذا الكتاب باربعة فصول , يبدأ الفصل الأول بموضوع اللوغاريتمات» والفصل الثاني 
ندرس فيه موضوع المتتابعات, أما الفصل الثالث فيتناول موضوع المصفوفات والمحددات .وينتهي 
الكتاب بموضوع الإحصاء . 

لقد تم وضع هذا الكتاب وفقاً للمنهج الدراسي المقرر وحاولنا إن نستخدم الطرق التربوية 
الحديفة فقمنا بهذا المجهود واضعين نصب أعيننا شرح كل مادة من مواده شرحاً يقربها من 
الافهام وتوخينا الإكثار من التمارين العملية التي يصادفها الطالب في حياته العملية . ومتدرجة 
من السهل إلى الصعب . 

ل ف 0 202 ساتسالطلبة . ونرجو من إخواننا المدرسي أن 


يوافونا بملاحظاتهم حول هذا الكتاب لكى نتلافى النقص فيه والكمال لله وحده. 


المؤافون 


لاض .1 قات 


النص يلاول #راللوغ إيكبانا 


نبنة عدم قوع ورللوة وات الما اس 0 
1-1 للد للحي )...9 
[1-2] الدللة اللوعاريصية ب 11 
خراص] الل##الوخريصية ...ليا ...12 
[1-4] اللو اتات العشرية 0 15 
[1-5] الوعاارة د لماعي كك ..... ات ٠...‏ 6 
[1-6] الستخدم الالة الكاسبة لا 


[2-1] مقدمة ااا ااا 0م27 
[2-2] التمخيل البياني للمتتابعة ال 0 ار 1 0075 رصي 
[1]2-3 للتتابعات اللمسابية (العددية) لمااي ا 0ااي060606 10 36 
[2-3-1] الاوساط اللسابية م ل ل وك 
[2-3-2] جموع حدود اللتتابعة اللسابية ل 213 
[2-4] للتتابعاث امترسية الل 410 
[2-4-1] الاوساط الهندسية 53 
[2-4-2] جموء عدد معين من حدود متتابعة هندسية ل .54 


[2-4-3] لنتفابعاتة ا لبد ل ف موضوع القيمة الكالية وجملة الددعة السنوية 58 
[2-4-4] القيمة الكلية ال ص 59 


لاض 2 قات 


النصل الثالك : اللصفوذات وللحذدات 


[3-1] مقدمة لا ال ل 
[13-2 للصفوذات وخواصها #6 
[13-3 رتبة للصفودة 2 ......!.. 94015 ل42.... 
[1]3-4 انو اع للصغو ذات ناس “ابن الى 
[1]3-5 جمع للصفوفات ا ا 0027 


[1]3-6 نظير للصفوفة بالنسبة لعملية اللمع اي" 
[3-7] خواص علية المع 0 للصفوذات لل 0 
[3-8] صرب اللصفوذة بعدد حفيقي 01075990 ا ا 


[3-8-1] بعضص الخواص حدلية ضرب عدد ىق مصفودة م لي ع 


[13-9 للحددات وخواصها يي 1 الس 
[3-10]) للجعادلات الانية لال ل 
[3-11] لخددات للصفودة اللربعة ال لم0 0 
[5-12الن الخدكات ي حل خلات ابعلدلات ليا بها 247 لاون 


ثلاث _مصيرات وتسمى ادردرا لك © بال 


[4-1] مقدمة لا الك ل ل 
42 مضلة ١)‏ الك 222 
[4-2-1] الانحر اف العياري بلجت 01" 
[4-3] الارتباط ان 0 ان 
[4-4]) معامل الارتباط لصح ١‏ الي ”7 
[4-4-1] معامل الارتباط الخطي البسيط ال 10 
[4-4-2] معامل الارتباط بيرسون ا ا مسي ...00 
[4-4-3] معامل (رتباط سبيرمان (الرتبي) ال 


[4-5]) الانحدار الس 





















الفصل الاول 
1[ 111 2خاطان 





نبذة مختصرة عن اللوغاريكئمات 
اكتشفت اللوغاريتمات في اوائل القرن السابع غشر ء لاهميتها في تبسيط الحسابات المعقدة للعلوم 
الطبيعية والهندسية . واللوغاريتمات اساسية في الحسابات التجارية والفكرة القائمة عليها اللوغاريتمات 
هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضاً عن الاعداد الاصلية. 
وفيما يلى بعض استخدامات اللو غاريتيات :- 
() استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقياس ريختر. 
2 يصف الرقم الهيدروجيدي للمادة (1911) درجة حموضة الادة والتى تحسب باستخدام اللوغاريتمات للاساس 
0 حيث الرقم الهيدروجيني (-11) يهه.1 - -1آن[ 
117 تركيز ايون الهيدروجين في المادة 
() يستخدم في قياس شدة الصوت (1) بالديسيبل حيث 
ايف 108 10 -.1 حيثت 8: شدة الموت 
٠‏ : اقل شدة للصوت تستطيع اذن انسان عادي ان تميزه 


2 حساب سرعة الصواريخ (/) حيث 
رخل صلب؟ + أذ 0.0098 - 1 
: رمن اشتعال وقود امرك 
: سرعة انطلاق البخار 
-: نسبة كملة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلعه يدون وقود 


0 : اللوغاريعم الطبيعي 


© في الاحصاء يستخدم في : 
حساب الفائدة المركبة المستمرة 2 حيث 
الاح 4خ 2 
1 : الفائدة 


]2 : عدد السنوات 


9 حساب الوسط الهندسى 


06012111 11211 - 2 





فى البنود اللاحقة سندرس اللوغاريتمات العشرية والطبيعية. 





ةل ل 2 


ا لل و 2 ا | 


لقد تعرفنا فيما سبق على الدالة الحقيقية والان سندرس انواع اخرى من الدوال مثل الدالة الاسية 





والدالة اللوغاريتمية 


السام ال ا 1011213 





لناخذ الدالة الحقيقية 2خ :]م المعرفة بالقاعدة *2 - (2) 1 


الجدول (1 - 1) يعطينا بعض الازواج المرتبة لبيان الدالة 1 





الجدول (1 -1) 


ان كل زوج مرتب ( “02 06 يعين نقطة في المخطط البياني للدالة 1. وبتمثيل الازواج المرتبة في المستوي 
الاحداثى نحصل على الشكل (1 - 1) الذي يمذل جزءاً من التمثيل البيانى للدالة 
*5-2 1 


! 








الشكل 1 - 1) 
من هذا الشكل يمكددا تحديد قيمة تقريبية للدالة *2 - 3 1 عند اي قيمة معلومة للمتغير 16. وبالعكس . 
فمثلاً: عددنا 1.4 - :2< فمن الشكل تمد ان 2.7 - 4 2 تقريباً 
واذا كان 6.2 -*2 فمن الشكل نجد ان 2.65 - 6< تقريباً 


ان مثل هذه الدالة تسمى دالة اسية وتعرف كما يلي : 





[ |ملاحظة 
اذ اكان 1 -2 فانت 1 -*1 - رع دالة ثابتة وهذاما جعلنا نقول 1 * 8 





مكالم الل اك ‏ 81| 





لقد درسنا سابقاً الدالة الأسية * - (ا) 4 حيث :2 <ؤضحت 3113 © وبما أن لكل دالة تقابل دالة عكسية 
فإن للدالة الأسية دالة عكسية 5 1 . وهى دالة تقابل 





2 حل :م 1-1 
فمجالها “16 هو المجال المقابل للدالة الأسية . ومجالها المقابل +1 200101122113) هو مجال 10011123112 


الدالة الأسية والتي هي تقابل ايضاً والتي تسمى بالدالة اللوغاريتمية . 


تعريف (2 - 1) 
يرمز للدالة العكسية للدالة *2- لآق[ 
بالرمز 7 ,1,08 - ونقول ان 2< هو لوغاريتم 7[ للاساس 8 ويمكننا ان نكتب العلاقة الآتية 
“2 -( حضصه>ه [ م10 - ع 
حيث 7251 , 221 


اكتب 53 - 125 بالصورة اللوغاريتمية. 
الحل 

7- 125 يكافئ *2 - لآ صورة أسية 
7 1.08 - يكافئ 3 - 25 م1 


مثال 152 

اأكتين 32-5 105 بالصورة الأسية 

الحل 

- لآ ,108 يكافئ 5 - 1.0832 صورة لوغاريتمية 
*3 -9 يكافئ 32-27 صورة أسية 






0-2 اكتب الصورة المكافئة لكل مما يأتي : 
0.01(2-51) . 2- - 1/25 08[ : 343 - ة 7 ؛ 4 - 10000 ع10آ 
5 10 


م الك الكت 2 





من خواص الدالة اللوغاريتمية ما يلي : 
(2) لكل عدد حقيقي موجب لوغاريتم : وليس للاعداد الحقيقية السالبة والصفر لوغاريتمات حقيقية. 
)5١‏ بما ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان: 
1 © 3725.7 ع108-< ع10! ححجه ودع 
(©)لما كان 1 ع7 2 0 فلكل 12 > 2.7 سنقبل القواعد الاتية بدون برهان : 
(1) 7 05-آ + عمط 9< عمط 
(2) 7 ,1-085 -< 05[ - 10 
(5)3< 85همطلط - “<< عم]آ . حيث 11 ع 1 
(4) 2-1 1.05 
(5) 1-0 1.05 


م 


أثبت ان 1 - 42 210+ 34 17-16 160 
نبب 220 2020 56 52 


الحل 
إ! 22 34 17 
الطرف الاليسر )108 + عو )صا رح روم 
0 ير 17 ر 105 
9 34 5 
-2 1.05 


-1 الطرف الايمن 





مثال 254 
جد مجموعة حل كل من المعادلات الآتية : 
4 - 5ر105 )2١‏ 


20 10 64-6 


1 
- د و1085 )262 


2-1 حيوحج 34 ير جح 4 -< يرع0][ 2 
(81) -5.. 
2-2 جحت كير -26 حوح ين - 64 حو 6 - 64 105 25١‏ 
+ 2 2-ع 0* 
(5-123:: 
1 


5 َ * 1 
3-5 5 وات-ت 5- 125 عود رما 4645 


..2--3 


(كدات ف 








س1 / فيما يلى علاقات غير صحيحة دائماء مثلاً اعط 4 - لآ , 2 -:2 وبين ذلك . 


)3١ [108 )5 + 9'( ع‎ [1085 <+ 1085 7 
1.083 

7 105 
' 108 << 108[ ع 7[ بعم]آ (ع) 


ع 377 -) روما رط 


7< عمل ع “<< وم1 (0) 
س2 | جد قيمة 2< : 


)2١ ورعمآ‎ 0.001 - 





3-- 108 (5) 
1055-5 ع 
س3 / جد قيمة ما يأتي : 
56+ - 5 105 4 + فلن مر05آ )3١‏ 
0 ,رع0]آ 3 - 125 52-0 2105 رط 


5-1 
يساح 1085 + (25-1) 5م10 2- (1- تن وما ن 





١1-+ك8#)‏ 
5 - 105,27 - 5رعه1آ 0) 


س4/ اذا كانت 0.4771 - 3, ,1085 2 0.3010 -1:05,,2 جد قيمة : 
02 (23) 
0 (5) 
2 (عح) 
س5 / حل المعادلات الآتية: 
)<١4( - 5‏ ي,5هآ + 25-1١‏ ) ر85هآ )2١‏ 


3 -5-5) ,108 - (5+<3) رعومآ ١ط)‏ 





ال ا 5 - 1060111131 





سبق وان درسنا اللوغاريتم لاي اساس 1 72 2 . 20 

والان سنتعرف على لوغاريتم اساسه 10 -2 . يسمى اللوغاريتم العشري ( اللوغاريتم الاعتيادي) . وقد 
اتفق على عدم كتابة الاساس (10 ) حين استعماله. حيث 87 ,1,085 يكتب بشكل [ 1,08 
فمثلاً : 105,7 يكتب بشكل 1.087 وكذلك 0.05 , ,1.085 يكتب بشكل 0.05 1,08 ومن المفيد هنا 
ان نذكر بعض اللوغاريتمات للقوى الصحيحة للعدد 10 معتمدين على :| 2 - ”10 5.08 


اك وم كم ارم كير 
يجلا بهم 





قفا 4 -1.08104. 107-7ع1.0 000 


5 -” 10 1.08 - 0.00001 1.08 2 2--2 10 108 - 0.01 1.05 ا 








لك الو ا 2 1-5 ا 


تعرفت على اللوغاريتمات العشرية حيث كان الاساس 10 -2 
والان سنتعرف على اللوغاريتمات التي اساسها 2.71828 2 2-6 
والتي تسمى باللوغاريتمات الطبيعية والتي تكتب بشكل 
127 حيث 2.71828 > 2 دع 
اذا وضعنا . © -2 في تعريف (2 - 1) فنحصل على 
*©-9 ج»>ه 277[ - ع 


مللاحظة 
للاطلاع 
5 7ه 


ويمكن ايجادها بالعلاقة 
2 8 5 5ك +22 <2نضز[ 01 1+ لم سنا 
11 200838 ب 11 10 دن 1 








8 ع ع 9 اعد راع م[ 


البرهان 
ماع - *ءع سآ 
1»ع- 
و- 
مثال 51 
جد قيمة 2 اذا علمت ان 
8س 1-عدج 


الحل نأخذ اللوغاريتم الطبيعي للطرفين 


5-8 * © 111 وحسب النتيجة (1) 


8- 1 -غ22 .. 
8 - 1 -غ226 


الالطابن. 
2 


4 2005957 أ رتبديل الاساس) 





1 خخ 20.2 “” 
1 

1.0 5<- 5 

8 1] 


أو يمكن أن يكتب بالشكل : 





27-+: <> :ع .108 - وآ 


بأخذ اللوغاريتم الطبيعي للطرفي العلاقة (1) 




















27 سادعد سا 
هما 9 دعد سآ 
000١ 1 3‏ 
0 يق الطرف الأيمن 
١‏ 000 ش 3 105 
وبنفس الطريقة وبأخذ اللوغاريتم العشري لطرفي العلاقة (1) نستنتج إن : 2085 
2ه 05 
امثال 152 
1 1 
ناقيمة 
5 15 ج10 
الحل 
باستخدام نتيجة 2١‏ ) 1 
ا عسسس ست حا 0 
]1 113 
]1 1 1113 
1115 1115 
5١‏ طاآ+ 3 صل 
15 1[ 
1115 









1115 





[6 - 1] استخدام الآلة الحاسبة 





تواصل الموضوع 
بعد دراستنا للوغاريتمات الطبيعية والعشرية وبعض قوانين اللوغاريتمات, الان سندرس كيفية استخدام 


الحاسبة :0211118601) لايجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة وكتطبيق كما درسناه سابقاً. 


اولاً: ايجاد لوغاريتم العدد 
(1) فى حالة اللوغاريتمات العشرية : (1.08) 








5 5 (ك4 » 0.08 108 ع )» 10813 رط) . 21087) 
الحل 
(2) نكتب 7 ثم نضغط على 1.08 فيكون الناح 0.84509804 
اي 0.84509804 -7 1.05 
(0) نكتب العدد 13 ثم نضغط 1.08 فيكون الناتح 1.11394335 
(©) نكتب العدد 0.08 ثم نضغط 1.08 فيكون الناتح 1.096910013- 


(4) نكتب العدد 1.5 ثم نضغط 1.08 فيكون النات 0.176091259 





(2) فى حالة اللوغاريتمات الطبيعية )112١:‏ 





7 (2) 
3 (ط6) 
8 م1 ن 
)0١ 5‏ 


الحل 

(2) نكتب العدد 7 ثم نضغط على 15 فيكون الناتٌ 10149 1.945 

() نكتب العدد 13ثم نضغط على 15 فيكون النانح 2.564949357 

(©) نكتب العدد 0.08 ثم نضغط على 58[ فيكون الناح ‏ 2.525728644 - 
(4) نكتب العدد 1.5ثم نضغط على 15 فيكون الناتح 0.405465108 





ثانياً : إيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة 
(1) فى حالة اللوغاريتمات العشرية : 


0 نكتب لوغاريتم العدد (المعطى ) ونضغط على مفتاح 211017 ويكون مغاير للاسود 
(اصفر ء ازرق...) ثم نضغط على مفتاح 1.08 فيظهر العدد المطلوب . 


مثال 183 


جد الاعداد المقابلة للاعداد التى لوغاريتماتها العشرية هى : 






4 ه222 


2 (ط) 
73- 2 
1١ 9‏ )2 
الحل 
(2) نكتب 0.84509804 ثم نضغط على 1 280 ثم نضغط على مفتاح 1,08 فيظهر 7 
(ط) نكتب 1.113943352 ثم نضغط على 2801 ثم نضغط على مفتاح 1.08 فيظهر 
9 - 13 
(©) نضغط مفتاح| - ]نكتب 0.096910013 وثم نضغط [ -]فيظهر 1.096910013- 
ثم نضغط 1 2110 ثم 1.08 فيظهر 0.08 
() نكتب 0.176091259 نضغط على 1 200 ثم 08.آ فيظهر 1.5 


[ | ملاحظة 


(قارن نتائج مثال١1)‏ مع هذا المثال ) 





(2) فى حالة اللوغاريتمات الطبيعية (12) 


(2نكتب لوغاريتم العدد (المعطى) ونضغط على مفتاح 21201 ثم نضغط على مفتاح 112 فيظهر 





منال 04 


جد الاعداد المقابلة للاعداد التى لوغاريتماتها الطبيعية هى : 


9 ه222 


7 <(2) 
4 - 20 
8 ه201 


الحل 
(2) نكتب 1.945910149 ثم نضغط 28017 ثم مفتاح 12 فيظهر 7 
() نكتب 2.564949357 ثم نضغط *2201 ثم مفتاح 112 فيظهر 12.99999999 - 13 
(©) نضغط [] نكتب 2.525728644 ثم [ -]| فيظهر 2.525728644 - 
ثم نضغط 2201 ثم 182 فيظهر 0.08 


() نكتب 0.405465108 نضغط 20017 ثم 15 فيظهر 1.5 





امثلة تطبيقية على قواعد اللوغاريتمات (استخدم آلتك الحاسبة) 





سا1 


جد قيمة 5 م108 


الحل 
عدي الأناسات الى اسان 10 يكرة باشعيحة 2 
لاس سي ان رودم 077 3 105 
- 5 م105 


11077)حعح لني ل سس تق 
29 108 


مغال 0152 


جد قيمة 3 1.08 + 1153 


الحل 
1-- 3 1.05 
6 - 1123 
3[- 123 .. 
1 + 1.0986 - 


7 - 
إمثال 253 
جد قيمة 7 1.08 - 14 1.05 
الحل 
14-7 1.05 
د 10 


وباستخدام تبديل الاساس 2 10 


10522 003010 





- 7 


1055 >62 



















مثا 154 


مال 0155 


حل المعادلة 81 -*73 






جد قيمة ١‏ 006) ةدع 


2 
وباستخدام الآلة الحاسبة 65.26 20 -< 1.05 
1.7 6 -< 1.08 


8 - 2< ع1.0 


23- 6 





نا اك - 321087 جح ]8 رعه][ - * 7ر108 
127 
0 . 1.0881 
باستخدام الالة الحاسبة ‏ لخ- - 312 
1057 
1105 -_ 
21) 
3 -<:33 
8 -2 


.. 5- 10.7528( 


مال 6 
بفرض ائلك تسعثمر 29 مليون ديئاو بفائدة مركبة سدوية مستمرة قدرها 5:57.. اوجد جملة ها 
ستحصل عليه بعد (5) سنوات. 
ال 
قانوت حساب الفائدة المركبة المستمرة هر " * 5 6 64[ - يج 
حيث 1/:المبلغ : ]1 : الفائدة : 14: عدد السنوات 
5 
"لاع بر 2000000 3ه 
باخد اللوغاريتم الطبيعي للطرفين 275" ع 2000000 -3 
سآ 0.275 + 2000000 صا دة تنا 
14 -- 1 111 


3- 1 


سنال 257 


جد الوسط الهندسي للاعداد : 99 1200 . 110 , 93 105 . 





الوسط اليندسي 31د ع لزاع نتدمء5) > 2ع ا 0 
الوسط الهندنسي - 12099 ب 110 >« 93« 2105 





زر 105 همة + 93وعمآ + 110 جعمآ + 120 عم1 + 9 2 - 1.08 (الرسط الهندسي) 


باستخدام الآلة الحاسية لابجاد العدد المقايل يجد ان 


الوسط الهندسي - 104.996851 








(استخدم آلتك الحاسبة) 
س1 / جد قيمة كل من: 20 18 . 11 1.085 . . 8 ,1.085 
نس 2 / جد قيمة كل ثما يأتي : 
)2١ 216085, 58-105, 1‏ 
6 12+ 26 108 + 26 م105 (ط) 


2)2( 2 )2( 7 


0- #5 ووجاع ‏ 2352-25 
س5 / باستخدام قانون الفائدة المركبة *" © 1/1 - 2 لاستثمار مليون دينار بفائدة قدرها / 3.5 ولمدة 


(3) سنوات. جد جملة ما ستحصل عليه. 
س 6/ جد الوسط الهندسي للاعداد : 4 82 90, 89, 71 60 288 296 84 93 


س7/ اثبت ان : 
1 1 1 
1- 2 مم1 ا 26 مم1 26 بعم.آ (2)2 
)0١ 108 40/9 + 22108 5 + 108 6(- 5‏ 


س8 / اي مقدار (مقادير ) يكافئ المقدار 8 1.08 + 2 31:05؟ 
*رطم عمط جه 
عه10 (6) 
108 »2اثة 8هآ 0) 
0 108 + :ه عم[ (0) 

س9 / اختر الاجابة الصحيحة اذا علمت ان 8 عا 2 1.08 هي : 
105<”“ ه 1-05 )2١‏ 
5 08[ + 2 عهآ 20١‏ 
(ط جم 8مآ ع 
ليس اي منها (0) 





الفصل الثاني 3 
1112 نان ا 





١ 

١ 

ا 

لقد دوسنا كقيرا سن المقاشيي المعلو مات فى المنتوانتك السابقة في سادة الرياضيات ولكن مايقمنا ١‏ 
اسخل كاره فى هذا الفصل هايانى: ا 
- 2 2 

1 2 

1 ) مجموعة الأعداذ الصحيحة وفتاع بيع 1111 ) اللو جبة / ب الارذرةف 1 </١‏ نه التى هى نفمها مجموغة ا 
الاعداد الطبيعية عدا الصفر (40581ه آل [ ... ,2,3,4ة,1) - *ل1 . ْ 

2 ؛ معنى الدالة( 011 1اع تنا ) وتمغيل بعض انواع الدوال ا 
5 5 ' 1 

3 تكون الدالة معلومة متى هاكان كل من قاعدة اقترانها ومجالها: 1701213113 ) ومجالها المقابل ١‏ 
ا 


تللقتتتفل0)تت ع فعلوما . 
| 
3 1( تسمى الدالة عددية اذا كات كل من مجالها ومجالها المقابل محموعات جر نيه غير خالية سن مجخموعة 


الأعداد الحقيقية +4[ عترع دأدوسن؟] أوع]] . 


في هذا الفصل سندرس دوالاً من شككل خاص يكون مجاليا مجموعة الاعداد الصحيحة 55 


[و نفس المعسى مجموعة الاعدادالطبيعية عدا العصفر 14 ] ومجالها المقابل اي مجموعة غير خالية. 1 





تعريف (2-1) 
كل دالة مجالها المجموعة 7 [او *[7 ] او مجموعة جزئية من 72 بالشكل [11:...و112:3] 


حيث 11 عدد طبيعي [صحيح]موجب معين ومجالها المقابل مجموعة جزئية غير خالية تسمى 
متتابعة (©560116115) . 


فى هذا الفصل سنركز اهتمامنا على دراسة المتتابعات التى يكون مجالها المقابل مجموعات 
جزئية غير خالية من .)16١‏ 


بما إن جميع المتتابعات مجالها المجموعة “7 او مجموعة جزئية غير خالية فيها بالفعل [1:2:3:...:12] 
سوف نهمل ذكر المجال ونكتفى بذكر قاعدة الاقتران فقط . 


امنلة «] ) 


28-5 -درصتآ “معم ١“‏ [اونقول “رعس ”ا ] وأن 


3- -11)10-2«21-5آ يسمى الحد الاول للمتتابعة ويرمز له ,لآ 
1- -2«22-5-(11)2 يسمى الحد الثاني للمتتابعة ويرمز له ولا 
1- 113-23-5 يسمى الحد الثالث للمتتابعة ويرمز له ولآ 
3 - 2»4-5-(114آ يسمى الحد الرابع للمتتابعة ويرمز له ,17 
5 - 285-5-(11)5 يسمى الحد الخامس للمتتابعة ويرمز له يلآ 
7 -226-5-(6)ل1 يسمى الحد السادس للمتتابعة ويرمز له ملآ 


وهكذا 28-5 -(17)2 يسمى الحد النوني (الحد 12) للمتتابعة ويرمز له بالرمز 12[]وعليه فإن 
[...5( 11,218-5)و...و(5:5)و( 3:1(5)413)ود 1-:3()2-:1)1 لآ 
او تكتب بالشكل 
(7عم "١‏ :رق-ط2رصس! - 10 
ولكن كما ذكرنا اننا سوف نهمل ذكر المجال فلذلك يمكن أن نهمل مجموعة المساقط الاولى ونكتفي 
بكتابة مجموعة المساقط الثانية 
..11لآو...:101112:13:114 






سس 00م 





ولتمييزها عن المجموعات سنكتب حدود المتتابعة بين قوسين من الشكل ١١‏ ©>) فنكتب المثال السابق 
<...:1/13و...:1:112:113:114ل10 درولل 
او بالشكل 


وب اواو ا درت 


امثلة «] ) 
اكتب الحدود الستة الاولى لكل من المتتابعات الآتية ثم اكتب المتتابعة بالشكل اعلاه (كما في المثال 
السابق) 
رخص - رسلا 1١‏ 
الحد الاول 11-1 -111 
الحد الثاني 22-4 -112 
الحد الغالث ‏ 32-9 -173 
الحد الرابع 14-42-16 
الحد الخامس 15-52-25 
الحد السادس 16-62-36 
<...:11لآو....6لآر5 لآ4ل2:13:1ل1ا1لا - جلطلا 
<0.. 500 3 214916 > 
ل - رسال 2 
 >1111<- > -‏ 


1111-1 


للم للم 
دم دي 
ل | 


2 
0١ 
1 


طْ ب 
حر 6 
| | 


وو 11111 5 2111112113114 > جصطلل 





وول / لوء.ءوك/ 11/21/31 <- 
*(1-) +2 - لآ و3 
2-1-1-(1-)2 +2821 -<111 
4-1-5 -1(2-)2 +2822 - 112 
1(3-6-1-5-)2 +2823 - 113 
1(4-8+1-9-)2 +224 - 114 
10-1-9 -175-) +2825 - 115 
226+2-1(5-12-1-73 - 116 
ج...و"(1-)+13,....,28آ,12آ:101) - جستل 
<...1(5-)+211 و...و415555:9:9) - 
هنا. 1 حص - ىنا .01-1 4١‏ 
11-1 
2111-21-2-ة0 
6 -113-3112-312 
24- 6 »” 4 - 41/3 - 114 
0 -24 ”ا 5 - 5114 - 115 
0 - 120 < 6 - 61[5 - 116 
<...(1ل1آ. (1+-828) 81لا 1:12:13:...:)10'1-1لل - جسلل 
<...8(5ل]. (82+1) -118+1] 1[1-1آ)ى....122:6:24 ) - 


1 


ملاحظة )١١‏ 
نالاحظ ان المتتابعة <22:46:8:10:12-:1لآ]2» تختلف عن المتتابعة +242:6:8:10:12-ج 21112 
وهذا يعنى ان [ 1127172 اي ان ] 112-2 ,172-4] وكذلك 11111 اي ان ] 2111-4 ,1711-2 ان 


ترتيب حدود المتتابعة مهم ويؤثر في تغيير المتتابعة اي أن الترتيب يعتبر من الخواص المميزة للمتتابعات ٠‏ 





[املاحظة ١؟)‏ 


لاحظ الامثلة الآتية 
بصتص - رهلا 1 
112-22-2-2 0 -111-12-1 
2 - 42-4 - 114 6 -113-32-3 


تعلمنا ان 1[] يسمى الحد الاول للمتتابعة. 2[] حدها الثانى, ...وان 2-لصطحضلآ] يسمى الحد 11 
(النونى) للمتتابعة ويسمى ايضاً بحدها العام( 1'1112' 56116121) ) اي انه فى هذا المغال : 
(الحد النونى) - الحد العام - 1712-22-12 


"2 -رسل 2 
82-2212 ., 221-20-1 -111آ 
..1]1]5-231-22-4آ 
والحد العام للمتتابعة هو 21 -112 


ملاحظة "١‏ ) 
المتتابعة التي يكون مجالها مجموعة جزئية غير خالية من «72) وبالشكل [ 12 1:2:3:...5] مرتبة 
تصاعدياً ابعداً بالعدد (1) الى العدد المعيّن (13) تسمى متتابعة منتهية( 5601161266 1112166 ) اما التي 

مجالها (7) تسمى متتابعة غير منتهية ١‏ ©©5©0©126 121121166 ) . 


امثلة «] ) 


1 حك [11,2,3,4,5,6 : لا 1١‏ 
معزثة كها يأتي 22-9 حلا 
تكتب بذكر حدودها بالشكل 
<193و1-.:3-.و5-و7- ع -ج 18 )2 
06] و 5لآ و 4ل] و 03] و 2لآ و 1ل1 ع - 


حيث حدها الاول7/- -1[] وحدها الاخير 3 - 176 وعدد حدودها 6 -11 





2 جب (11,2,3,4,5,678,9,10 : 11 25 
معرّفة كما يأتي كنظ 1 


3 .لدف لمشة د 
3-2-7 112 2 1 111 
5 4+1 - كه _لتنة ‏ 
الك 114 5 َ 6 | 

2 - 6:1 -ى11 كه -للختد -وق[ 

5 5 6 6 

وه 81 _ 58 _كلتم - 
شك 8[ ع -117 
11 101 - 0ل -_ 9821 _ 
10 10 تن وي -10 


1110 , 119 ,118 ,117 ,116 , 15آ , 114, 13آ, 112 , 111 ) - جر سكلل 


[(2 -2] التمثيل البياني للمتتابعة : 





بما ان المتتابعات موضوع دراستنا هي دوال عددية مجالها أما “7 او مجموعة بالشكل 
[82 و...و 11,2:3:4 بشرط أن (12) عدداً صحيحاً موجباً معين وإنه يمكن تمثيل المتتابعات باشكال 
بيانية وكما موضح في الامثلة الآتية : 





أمنلة 8 ) 
مثل الاشكال البيانية لكل من المتتابعات الاتية : 
جطة - 7 - ر ستل 1 
لتمثيل المتتابعة بيانيا نكتب عدداً معقولاً من حدودها ابتداءاً من الحد الاول ثم نرسم محوري الاحداثيات 
[محور السينات 2315 - 3 ومحور الصادات 2315 - 77] ونعين المجال على محور السينات ونعتبر المجال 
المقابل «16) [اذا لم يذكره] والذي يعين على محور الصادات فنقول : 
8- - 15[] و 5- - 114 و 2- - 13 و 12-1 , 4 -1ل1 
ونعين النقط 
(8-:5(:)5-:2(:)4-:1:4(1)2:1(1)3) 





"+1-) > در ص )» 2١‏ 
1,116-1- - 115 ,1 -114 , 1- - 113 , 1 - 112 , 1- -111 

ونعين النقط 
١ )2:1(١ )3:-1(١ )41( )5:-1«( ١ )6:1(‏ (1-,1) 


له 








)2,1( )41( )6:1( 
« 5 0 






4 # ٠ 
21-1 235-13 25-19 


1 
2 )+1ع-رسض6©ع (3 





لخ -طل +62-1 0 - 61-1-1 
7 2 
سود نك 1د هك ل-1- 
0 1 604 3 3 03 
0 66-144 4 65-11 
نعين النقاط مث : ,25 صق,4) . رمقءة . ,2 :1,0 
١‏ 


ممم م ووو وو ووو ووووووو و 





8 
اح 
3 ك0 
2 24585 و0 و 2-, 4- ع - ر ضاط , 4١‏ 


نلاحظ ان هذه المتتابعة هى متتابعة منتهية وعليه نرسم حدودها بتعيين النقط 
١» )758(‏ (6:6) » (4رم » 2-2١ 2 )3:0( » 4.2١‏ » و4-:1) 








لكل من المتتابعات الاتية اكتب الحدود السبعة الاولى ثم مثلها بيانياً : 
ح *(1-) +1 - جهنلا > 1 
11+ثط / 21 درسط8 2١‏ 
<3- تلص درس > 3١‏ 
جم2- 10 - رصنا ) 4١‏ 
5١ > 62-4‏ 


عندما 11 عدد فردي 3 


6١ هنا‎ - 


عندما 13 عدد زوجى ‏ 3- 


7١ » 3-ع - ر شاللا‎ )- 1٠" 


ا 23 2ل 60 > 8١‏ 


1-2 
11 





9١ >» 8113 - > , 


لس -139ل/1 > 10١9‏ 
وحدم 11لا »> ر 








[2-3] المتتابعات الحسابية (العددية) 5©011©11©5 ©241:1]11111©]1 





| أمئلة_ 01 


لنلاحظ الامثلة الاتية: 
ج11:417,.10,513:16119,.22>- هنآ > (1آ 
جح 5-15 10- و 5- و 0 و 5 و 10 و 15 و20 ,و 25 5و 30> نر هلط » 2١‏ 
< 64 , 49 , 36 , 25 , 16 , 9 و 4 , 1 ) - مر 62 ) 3١‏ 
نلاحظ في المثال الاول ان 
-1[4]- 55لاو 4-113-3ل1آ1. 3-1/2-3ل1آ, 3 -12-1[1ل1 
وهكذا ناتٌح طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة -3 وهو مقدار ثابت اي ان 3- 12[]-,ر,رلآ 
[ عدد(مقدار)ثابت ]. 
وفي المثال الثاني فان 
5- - 85 - 116 ىو 5- -24 - 85 ,و 5- - 83- 184 , 5- - 82 - 183 ., 5--21 - 112آ1 
وهكذا نات طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة - 5- وهو عد د( مقدار) ثابت أي أن : 
5- - مط - اعماط1 
اما في المثال الغالث فان : 
9 -4© -65 , 3-7©-64 م 63-0©2-5 , 062-01-3 
نلاحظ ان نات طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة متغير لذا فإنها ليست متتابعة حسابية, المتتابعات 
التي كما في المثالين (1): (2) والتي تحقق الشرط عدهد ثابت - 1[18-, ,لآ [نفرض العدد الثابت 4 ] 


تعريف (2-2) 


تسمى المتتابعة جلا حسابية اذا كان “ك/ 2911 مقدار داكت - 2لا م 
وليكن (2)0 اي ان 0 - نا-0 ونفس للع 12-0 حر لآ 








حيث العدد الثابت ) يسمى اساس المتتابعة وعليه لو كانت <1[11) متتابعة حسابية وحدها 
الارل ه - 171 واساسها - 0 فإن : 
40 - 2 - 15 , 30 + 2 - 14 , 20 + - 3ل1آ و 0 + ه - 12 , 0 - 101 


ويكون حدها العام (الحد النوني) 


4 ج1حص + د سنآ 


وعليه تكون المتتابعة 


ح ...تك (و1حط + ة,... .20 +ةوك4 + ةرهة - رجهلل 


امثلة 1 
اكتب الحدود الستة الاولى لكل من المتتابعات الحسابية الآتية: 


1) حدها الاول 7- -1211 واساسها ‏ 0-2 
2 ...و33 و]1و1-:و3-.و5- و 7ل در مط 


5 


2 هاا ج -1[1] واسا 1--0 


3 5 
2200و سا و سس و جد اواك وام ونوج دورولا 


3) حدها الاول 2811-10 واساسها 3--0 
<...و2-5-و 1 و 4 و7 10 > -< ]لل 





امغلة #] ) 


1) اكتب الحد الثامن للمتتابعة الحسابية التى حدها الاول - 3- واساسها (7) 
لدينا قانون الحد العام 4 2-1) + 2 -2] 
فى هذا المثال لديئا 3--2و 4-7 , 12-8 (ترتيب الحد المطلوب) 
وبالعويع نميل 7 دق دوا 
الحد الثامن 3+49- - 
6 - 
2) اكتب الحد العاشر للمتتابعة الحسابية التي حدها الاول (12 )واساسها (3-) 


الحل 
52-4 + - قنآ 
2-0و 3--, 2-12 
3-. 1710-12+210-1 
12-7- 
5-- 
3) استؤجر عامل فى اول سنة براتب قدره ( 200000 )ديئار على ان يعطى زيادة ثابتة فى نهاية كل شهر 
مبلغاً مقداره (15000) دينار فكم يبلغ راتبه في نهاية السنة ؟ ْ 
نلاحظ ان راتب الشهر الاول - 200000 دينار 
راتب الشهر الثاني - 215000 بعد الزيادة للشهر الاول 
راتب الشهر الغالث - 230000 بعد الزيادة للشهر الثاني 
راتب الشهر الرابع - 245000 بعد الزيادة للشهر الثالث 
نلاحظ ان مبالغ الرواتب تكون متتابعة حسابية حدها الارل 200000 -2 اساسها 15000 -0 
والمطلوب ايجاد الراتب فى نهاية السنة الذي هو(1112) حيث 12 -12 [السنة (12) شهرا] 
ْ 2)2-10 +2 دسل[ 
فبكوة 0--200000+2)12 -- 1112 
0 -+200000- 
0- 





4) متتابعة حسابية حدها الاول-7 وحدها السادس- 8- جد اساسها واكتب الحدود الخمسة الاولى منها 
4--2)2 + - ضنآ 
8,1-6- - 1[6و7 -2 
(8-7+26-1()0- 
8-7-0- 
0- 15- 
3- -01 
5- - 115 و 2- -1[4 و 1 - 113 و 4 - 112 و 7-<1ل1 
5) في المتتابعة الحسابية < .. .ر42,39,36) جد رتبة الحد الذي قيمته (6-) واي حد فيها يساوي صفر 
4--2)52 + - قنآ 
2 - 2 , 6- - لآ 
3--39-42 -0-112-111 
35-)(2-1)+ 42 -6- 
3+ -42 - 6- 
1- 3 - 6 + 42 -<311 5 
رقبة وترتبت) الخد الذي فبمعة 6س هو 17> حب -8 
اي ان 6- - ررلآ 
اذا كان 3- - 1 ,و 42 -2 و 1718-0 المطلوب ايجاد 11 
)2-1١2)-3+ -0‏ +42 
42-311-3-0 


5 -<311 
15- ل -11 
3 
اي ان الحد الخنامس عشر - صفر 


0 -15ل1 





6) اذا كان الحد العاشر في متتابعة حسابية يساوي (62) واساسها يساوي (5) اكتب المتتابعة مبتداً من 
الحد الاول 
1 . 1حص + ةد هنآ 
1052-7 -2. 01-5, 1110-62 
و10-1()5) +62-2 
5 +62-22 
2-7 الحد الاول 


و 232539 اعضو ولام 


7) جد المتتابعة الحسابية التي حدها التاسع - 5 وحدها الثالث عشر - 3- 
2-4 +2 -صهل1آ 
+82-780-7.و3--119-51713 


29-14 +2 -5 
5-2-8581 م 21 
13-14) +2- 3- 
120 +3-2- 2 
++ 5+ 

بالطرح 
41 - 8- 


الاساس 2- -0 تعوض في )١(‏ 
)-2١‏ 8 +5-242 
16-2 +5 


الحد الاول 21 -2 


< ...15 و17 . 19 و21 > -< لآ > المتتابعة 





8 المتتابعة 1 1 + 3422 > - ر 111 > 
توجد اربع اجابات واحدة منها صحيحة . اختر الاجابة الصحيحة : 
أ) اساسها - 3 وحدها الخامس - 15 
ب ) اساسها - 3- وحدها الرابع - 13 
ج) اساسها - 4 وحدها الاول -6 
د) اساسها - 3 وحدها الثالث - 10 


لخن 
المتتابعة <1 + 314 > - لآ > 
< 10513516 و4457 درطلل 
حدها الأول 4-2 اساسها ع3 
الفرع أ خطأ الفرع ب خطأ الفرع ج خطأ 
العرحع و صحح 





[2-3-1] الاوساط الحسابية 5 411111111112 





اذا كان لدينا العددان 12,2 وادخلنا بينها الاعداد المرتبة ... و 8,65 بحيث يكون جكأر. ...رن ر:2) 





متتابعة حسابية , الاعداد ... و 2,5 تسمى اوساط حسابية للعددين >8,1 وبذلك يكون : 
عدد حدود المتتابعة - عدد الاوساط الحسابية+ 2 


والحد الاول للمتتابعة -2 وحدها الاخير ->1[ 


م 


أدخل ستة اوساط حسابية بين 2:37 

عدد الحدود -2 8-67 

118-37 , 2-2 

22-4 +2-هن1] 

37-2-0 

35-0 

0-5 
المتتابعة هي : < 22,7:12:17:22:27:32:37) -< 1013 
الاوساط هي : 7:12:17:22:27:32 








[2-3-2] مجموع حدود المتتابعة الحسابية 


لتكن <21[13 متتابعة حسابية اساسها (0) حدها الاول -2 
١...<‏ 104 ص 10213 .1لا > - جهنل 
<...ن 2+3 .20 +2 22:20 - 
ولنرمز لمجموع (11) من الحدود من هذه المتتابعة بالرمز (512) ابتداءً من الحد الاول فإن : 
(1)..... تاججل- لل +جل2- لل ...عجل2 جم +جلهمق جه دود 
ويمكن كتابة المجموع ( 512) بالشكل : 
22١‏ ......+(8+04)+2)8+203+...+(20- لل +ر0- لل)+ نا -دمه 
وبجمع المعادلتين (1), (2) نحصل على : 
و لاجم + ... جر ناجم جر لاجم -25 
عدد المقدار , لآ هو 12 من المرات فيكون : 
( لا جة)2 -2511 


حيث (11) عدد الحدود ابتداءً من الحد الاول وبالترتيب الى الحد 212 - 1012 


وبما ان 213 -12[] وان 12-10)+2 -18[] وبالتعويض في (1) نحصل على ان: 
[04.+8-1) +2 282 - ورك 
2 
حيث عدد الحدود -12 , الحد الاول - 2 , الاساس- ) 


امثلة «] ) 
1) جد مجموع الحدود العشرة الاولى من المتتابعة 
750 مقف 17ابيدووتاء 
)2-1٠0[‏ +298] ذ-مه 
22-17-5- 0 ,و 2-17 , 11-10 
[10-15 +217 ك!- 0ر5 
5- 5279 - [ 45 + 34 ] 5 - 510 





او بطريقة اخرى 
222-17-5 -04, 10- 2و 2-17 
28-4 +2 -ضل1آ 
17+2)10-15 -110] 
2 - 17+45 - 
[لا جهة] 5 511 
5 - 5279 -[17+62 14 


2) بين نوع المتتابعة التي حدها العام 112-22-7 > وأوجد مجموع الحدود الخمسة عشر الاولى 
منها 
22-7 -112آ1 
الحد الاول 5--2«1-7 -111آ1 
الحد الثاني 3- 22-7 -112آ1 
الحد الثالث 1--2«23-7 -113 
الحد الرابع 1 -24-7 -114آ1 
نلاحظ ان الفرق بين كل حد وسابقه مباشرة مقدار ثابت -2 وعليه تكون المتتابعة حسابية فيها 
5 -<11آ1 
2-5-2 -(3-) -01 
15 -<11 
15 
[5+2)15-1)2-)282 ] 515-25 


5 


10-28 ل2 دورو 


2 
15 


5 


«»]1851[- 5 








3) جد عدد الاعداد الصحيحة المحصورة بين (100) , 1000 ) والتي تقبل القسمة على (9) بدون باق 
ثم جد مجموعها. 
لايجاد اول عدد يقبل القسمة على (9) بدون باق بعد (100) نقسم (100) على (9) فتقول 
1- لك والباقي 1 ولكي يكون الباقي يقبل القسمة على (9) بدون باقي نضيف له (8) فيكون اول 
عدد بعد (100) يقبل القسمة على (9) وبدون باق هو (108). 
ولأيجاد آخر عدد يقبل القسمة على (9) بدون باق قبل (1000) نقسم (1000) على (9) فنقول 
1- 1400 والباقي (1) وعليه يكون اخر عدد يقبل القسمة على (9) بدون باق 999 - 1000-1 
وعليه الاعداد الصحيحة المخحصورة بين (100): (1000) والتي تقبل القسمة على (9) بدون باق تكون 
+999,...و108,117:126,135) - جهتا 
الآن لدينا: 
+ -2 ,و 999 -1[2] ,و 9 -0 و 2-108 
4--2)2 +2 - دنآ 
(108+2)2-1()9- 999 


999 -108+9-9 


999  99- م9‎ 





مجموع الاعداد الصحيحة التي تقبل القسمة على (9)بدون باق ومحصورة بين (100), (1000) 
[08آ +2] 5-5 

9 - 2آآ , 108 -2, 100 -م 

رووو +108 180 وورد 

رووو +108 180 - مورد 


- )50( )1107( -0 


4) جد عدد الاعداد الصحيحة الموجبة الفردية التي اقل من (200) ثم جد مجموعها. 
الاعداد الفردية الصحيحة الموجبة التي اقل من )200١(‏ هي 199 و...5و123:5:7:9 
تكون متتابعة حسابية فيها  :‏ 112-199 و2 -0 2-195 
4--2)2 +2 - ضنآ 
)2(١‏ (1حط +1- 199 
1+22-2 -199 
20 - 200 
عدد الاعداد 0 -- 11-2 
[2+12] 5-5 
100 


5100-2 ] 1-199 


مجموع الاعداد 0 - 5072200 - 5100 








1) لكل ثما يأتي اربع اجابات واحدة منها فقط صحيحة. 
اختر الجواب الصحيح 
أ) المتتابعة ر 10-533) 
1) اساسها (5) وحدها العاشر - 40- 
2) اساسها (5-) وحدها العاشر - 40 
3) اساسها (5-) وحدها العاشر - 40 
4) ليس ايا ما ذكر . 
ب) اذا كانت < 2079,9:1113 و.. .> متتابعة حسابية فان : 
7.2851 حلآ 
2 5ح , 7- دآ 
3 5-حظ ص7 حلآ 
4) 5 حظ .1-7 


2) جد الحد الغالث عشر من المتتابعة « ...و2 4.4 


3) جد عدد الحدود والاساس للمتتابعة المنتهية التي حدها الاول -9 وحدها الاخير - 6- ومجموع حدودها 
-24. 


4) جد عدد الاعداد الصحيحة الغصورة بين (2)[100 (1000) والتي تقبل القسمة على )12١‏ بدون باق 


5) رتبت مقاعد قاعة في (25) صفاً يحتوي الصف الاول على (20) مقعداً والغاني على (21) مقعداً 
والغالث على (22) مقعداً فما عدد المقاعد فى القاعة ؟ 


6( جد مجموع الاعداد الصحيحة غير السالبة التي اقل من (500). 





7) اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة الحسابية التي حدها الاول-7 وأساسها 4- - 1 ثم جد حدها 


الخامس عشر ومجموع الحدود العشرة الثانية منها. 


8) ضع ثمانية اعداد صحيحة بين 38 ,2 لتتكون لديك متتابعة حسابية حدها الاول - 38 وحدها الاخير -2 


ثم جد مجموع هذه الاعداد. 


9 اذا بدأ بالعدد 5 فان الاعداد القابلة للقسمة على (5) بدون باقي هي 01ر5 ما مجموع اول 
(30)عدداً منها ش 


0) كم من الاعداد يجب ان تأخذ من المتتابعة ( .. .:1:2,3:4> لتحصل على مجموع يساوي (2)5050؟ 


1) جد عدد حدود المتتابعة 61...., 14-:17- 2-0 ثم جد مجموع حدودها. 


212 جد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس-8 وحدها الغامن عشر -31- ثم جد مجموع الحدود العشرة 
الاولى منها. 


3) ادخل عشرة اوساط حسابية بين 3936 


4) متتابعة حسابية حدها الثاني -71- وحدها ما قبل الاخير - 3- ومجموع حدودها - 740- 


جد المتتابعة. 





رس 00 9 سه 920 ات 11 توفت ولت © 





لنلاحظ المتتابعات الآتية : 
...54,1625 ,2:6,18> (1 
<...و2-.4:و8-,32,16-,64> (2 
<....5:7:9:11:13> 39 


نشاهد فى المثال الاول ان : 
2 54 18 6 
007 54 18 2026 
اي ان نات قسمة اي حد على الحد السابق له مباشرة مقدار ثابت ٠او‏ عدد ثابت) هو (3) في هذا المثال 

وفى المثال الثغانى ان : 
1- 2د 4 8- 16 32- 
2 35 4 ه 16 32- 64 
اي ان ناتٌ قسمة اي حد على الحد السابق له مباشرة مقدار (عدد) ثابت في هذا المثال هو ( )كل 
: 2 

المتتابعات التى مثل هذين المثالين تسمى متتابعة هندسية اي ان المتتابعة الهندسية هى المتتابعة التى يكون 


فيها ناتٌ قسمة اي حد فيها على الحد السابق له مباشرة مقدار (عدد) ثابت يسمى اساس المتتابعة ونرمز له 


بالحرف (1) وبشرط لا يوجد حد فيها قيمته صفر 
7 9 


اما المغال الغالث فلا يمغل متتابعة هندسية لأن 2 * ج- 











تعريف (2-3) 


المتتابعة <210[11) تسمى متتابعة هندسية اذا تحقق الشرط 


2ل 53ل]آ 14 2 





1 عد ناطكت 


1م 102 3 5 سنآ 


يسمى اساس المتتابعة وبشرط 0 +13[آ] لكل +7 > 11 
2 
وعليه يكون فى المتتابعة الهندسية 0 


نرمز للحد الاول للمتتابعة الهندسية 217122 بالرمز «2) والاساس بالرمز (2) فان 





ههه اللا ودده و لكالا و 030 و ندال و للا م كن لياه 
ل ا 2 22 
لأن كل حد في المتتابعة الهندسية - الحد السابق له مباشرة ا الاساس 
اي ان الحد العام (الحد النوني) للمتتابعة الهددسية 
12-1 .8 - لا 


1 





1 
1) اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة الهندسية التى حدها الاول - 64 واساسها ( بم ) 


4 -111 
1- 
4-6 “ا 64 -171.1- 112 
ورك “ا 16- -.112- 113 
14 
ادد قي ٠“‏ 4 -.113- 114 
1 1- 
4 4 “ا 1- -.114- 5ل1آ 
1< لك 1 
0-7 »ا -- .106-105 











او بطريقة ثانية 


64 -2 -111 
16 كه 64# دبج - 12 
4 
4 » « 64 -22ج - 113 
1--3, ) “ا 64 - 13ج - 114 
طَ حدر 0 ) * 64 - 314 - 5ل1]آ 
4 4 
ات -5 1 ) >“ 64 - 1ج - 116 
16 4 
2) جد الحد السادس في المتتابعة الهندسية <.. .ر 7,14,28) 
11-6 د نعو 2-7 
7 
انوج دول] 


4 -116-725-7«32 
3) متتابعة هندسية حدها الاول - 3 وحدها الخامس - 48 جد حدها الثامن 
توج - رورل] 
2ه - 115 
8 -:31 
11-6 
2+ -1 


وهذا يعني وجود جوابين [اي متتابعتين تحققان شروط السؤال ] 


الاولى : حدها الاول - 3 واساسها - 2 
فيكون الحد الغامن 4 - 128 < 3 -27 »>« 3 -118 


الثانية: حدها الاول - 3 واساسها - 2- 
فيكون الحد الثامن 384- - 382-128 -29(7-)3 -18آ 





4) اي حد في المتتابعة الهندسية < . . .:2,10,50,250) يساوي 781250 


10 
5 - ام حم 
تبرج رورل] 
وبالقسية على 2 تحر »2 - 781250 
5251-5 
ضيه 
1-1-8 
رتبة ( ترتيب ) الحد 12-9 
5) جد المتتابعة الهندسية التي حدها السابع (625) وحدها الرابع (5-) 
خوج د رورل] 
الحد السابع )1١‏ ...28-5 -117 
الحد الرابع 2 5--63ة 114 
بقسمة طرفى المعادلة (1 ) على المعادلة (2 ) نحصل على : 
1 625 - كقة 
5 15ج 
5- -ث3م1 


2-0/-125 --5  ساسالا‎ 


وبالتعويض في المعادلة (2) نحصل على 





باس 2 لالت ال فقت رلك © 





اذا كان لدينا العددان 2,1 وادخلنا بينها الاعداد المرتبة ... ,2,85 بحيث يكون <1آر. ..ر8 © ر:2) 
متتابعة هندسية , الاعداد .. . ,5:8 تسمى اوساط هندسية للعددين 2,12 وبذلك يكون : 
عدد حدود المتتابعة - عدد الاوساط + 2 
الحد الاول للمتتابعة - 2 
وحدها الاخير -12 


امثلة «] ) 
1) ادخل ستة اوساط هندسية بين 640,5 
عدد الحدود -2 + 6 - 8 
112-18-5 
0- 111-22 
خوج - رورل] 


5-1 ير 640 - 5 


المتتابعة <640,320,160,80,40,20,1015) - ج2لل 


الاوساط هي 320,160,80,40,20,10 





[ 2-0-2 ]| مجموع عدد معين من حدود متتابعة هندسية 





تعلمنا ان المتتابعة الهندسية التى حدها الاول - 8 واساسها - 1 هى: 


23121 - جقالآا 


واذا اخذنا (181) حداً ابتداءاً من الحد الاول فتكون المتتابعة المختارة متتابعة منتهية هى : 


1- 
2 ع2 9 


وبطرح المعادلة (2) من المعادلة (1) نحصل على 


بشرط 1 372 1 


12 25 82> ولو رمزنا بالرمز 513 لمجموع هذه الحدود يكون : 
توج 9 ... + ترج +212 + 3ه + هج - مرك 


ضموج ا ترج ب ب مرج ب شتنيرج + 3ج - ررد :1 


وج -2 -511 1 -511 
(*1-1) 2 هك ١‏ 1-2 )2 


مضل دوو 
(*-1آ1) 


وعندما 1 - 1 تكود المتتابعة المنتهية التى عدد حدودها (11) هى < 2 ... :2 و22 > ويكون 112 -511 


21 جد مجموع الحدود الستة الاولى من المتتابعة الهندسية <...و 3:9:27:81>» 





11-6 2 3ع )» 2-3 
3 


«م-21 2 
الع ا 1 
(*-1آ1) 
32)1-6 
ملست مهمع 
(1-3) 
301-729١‏ -96 
2- 
2و1 - (27285) برخ - 6و 





-2 


2) ما مجموع حدود المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وحدها الاخير - 48 واساسها - 2 


2-1 -11ل] 
1 دير 3 - 48 
4 - 28-41-16 
4 - 11-1 
11-5 
221-12 
مسلط ننه 
(1-2) 
31-2 321-25 
الى ل يوه 
1- (1-2) 


55- )-3(.)-31(-3 


3) اذا كان مجموع الحدود الستة الاولى من متتابعة هندسية يساوي تسعة امثال مجموع الحدود الثلاثة 
الاولى منها فما اساس المتتابعة ؟ 








”2211 
حتت رن 

)1-*( 

6م221 
2 ( حعة 

)1-7( 

2221-7 
93- ( 2 

)1-*( 
221-785١ 221-0١ 
)1-8١ 0 )1-89١ 

بالضرب في (-1 ) 


(1-0) 221-55-9 
بالقسمة على 8 وتحليل (“1-5) 
بالقسمة على (*1-8) 
ولحل 9ج +1 رصحل 
9 -1+13 
3-9-1 
13-8 
الاساس 1-2 








)702١ ومجموع الحدود الغلانة التالية لها‎ )26١ متتابعة هندسية مجموع الحدود الغلانة الاولى منها‎ ,١4 





فما هي المتتابعة ؟ 
221-12 
للتتببية 
(*#-1) 
عه 
١ ” 6 5 )1(‏ -3 
(*-1) 
مجموع الحدود الستة الاولى 8--26-702 
221-55١‏ 
2295 |م6اما م ما مامه 8 7- 0-7 56 
بقسمة المعادلة (2 ) على المعادلة (1 ) 
221-5١ | 221-12١ 28‏ 


)1-*9 ْ 21-١ 26 
1-١1 موب‎ 1- 
2)1-1 50119 _ ( 5( هو‎ 





)1-١ 2)1-1 2‏ 
8 -3م +1 
13-7 
3 -:1 
نعوض في المعادلة (1) نحصل 
22)1-3 
2 ( -26 
(1-3) 
02)1-27١‏ -26 
0 
22- -52- 
2-2 


المتتابعة 


ّ ...261554 4 - جظلا 








طريقة ثانية 
مجموع الحدود الثلاثة الاولى 26 -212 + 21 + 2 
مجموع الحدودالثلاثة التالية : 

15-2 شيج ترج 


26 221+ +12 1 


277 12 +2131 02م 


1-3 


21321712١ 


2 
2-21 2 2)1+ +1١ 


ناكس اكيت ١‏ 


اتام 13-7 


2- لكب 13-26 صطلس- 26 -(3+9-+0)1 





67 كرم امثئلة تطبيقية على المتتابعات الهندسية في موضوع القيمة الحالية 


وجملة الدفعة السنوية 





الرموز المستخدمة : 

المبلغ (4111011131 ) يرمز له رللل) السعر (ع©811) يمذل ربح المئة في سنة واحدة يرمز له «12) الربح 
(81016) ويرمز له (281) الزمن (©11112') يرمز له «1') . 

الجملة هي ( المبلغ + الربح) 1521م ١38آ‏ ] وهي مايؤول اليه المبلغ الموضوع بسعر معين بعد فترة 
من الزمن . 

القيمة الحالية [ 1721116 1111:611]6) ] ويرمز له «0)) والربح اما يكون بسيطاً 1041م ع1متسذى) 
او مركباً 21:01:69 توم 02 ©) . 

الربح البسيط يرمز له (:5.721) ويحسب على رأس المال ( المبلغ) فقط وفق القانون : 

حيث ان ل المبلغ » '1' الزمن , 8 الربح م 

اما الربح المركب يرمز له (0.823)) يحسب على رأس المال وعلى الربح ايضا ويمكن حساب جملة المبلغ 

الذي يحسب له ربحاً مركباً وفق القانون : 





5.121 


1غ - 1 
وقد تضاف الارباح في كسور من السنة فمثلاً قد تضاف الارباح في نهاية كل ستة اشهر اي مرتين في 
السنة او كل اربعة اشهر اي ثلاث مرات فى السنة وهكذا فيكون القانون بالشكل : 


02)) 
1 +1 ]هي - 11 





حيث (11) عدد المرات تضاف الارباح في السنة 








2-4-4 ] القيمة الخالية 2111 111111 





في بعض القضايا التجارية قد يحتاج البعض الحصول على المال قبل موعد الاستحقاق لدفع المبلغ في مثل 
هذه الاحوال يعمدون الى تنزيل قيمة المبلغ وعددئذ يخصم من المبلغ مقداراً من امال يسمى عمولة (او تنزيل 
داخلى ) . 


فمثلا : 

اذا كان لدى احدهم كمبيالة قيمتها .4 ) تستحق الدفع بعد (1) من الزمن بالسنين واراد ان ينزلها 
عند احد المصارف فإن المصرف يأخدذ عليها عمولة وهذه العمولة هي عبارة عن ربح المبلغ المعطى لصاحب 
الكمبيالة بحيث لو وضع بالربح المركب لمدة (6) من السئين وبسعر( ”901) تصبح جملة (.د) وهكذا المبلغ 
المعطى لصاحب الكمبيالة يسمى القيمة الحالية (/)6) بينما .4 ) يسمى القيمة اللاسمية للكمبيالة وعلى 
هذا فإن القيمة الحالية لمبلغ معين هي المبلغ الذي تعير جملته في نهاية المدة بمقدار المبلغ المعين وعليه يكون : 


1.05 .© -م4 
4 

0 1.02 

“21.050 .هم -0 


0ه 


1) لدى رجل كمبيالة بمبلغ (3) ملايين ديئار تستحق الدفع بعد مرور (5) سنوات ولكنه اراد ان يستلم 
قيمتها الان فإذا كان سعر الربح المركب 5 99 في السنة فما مقدار ما يستلمه ؟ 
“4.21.020 د 
1-5و 2-905, 0 لمر 
77 2 
لايجادقيمة1) ) سنستخدماللوغارتمات ( استخدمالتك الحاسبة ) كمال تعلمت من الفصل السابق فيكون : 


[000000)2)1.0577ة3] 1.08 - ) 1.08 
7 - 3000000 1.08 - ) 1.08 
(1-05)1.05 5- 3000000 1.08 - ب) 1.08 


! 





(5(*)0.0212)- 6.4771 - © ع0.آ 


حيث: 0.4771 -3 1.08 
2 - 105 1.08 


0--- 6.4771 - ر) 1.05 
0 -<ي) 1 - ) 1.05 


[ |ملاحظة 


بجد اللوغاريتمات اما باستخدام الحاسبة او الجداول اللوغاريتمية او تعطى فى السؤال . 


2) يودع رجل في نهاية كل سنة مبلغ (5) خمسة ملايين ديئار ليربح ربحاً مركباً بسع ر(4 90) في 
السنة فما مقدار رصيده عند ايداعه المبلغ العاشر ؟ 
الحل 

الرصيد هو عبارة عن جملة عدة مبالغ متساوية .وضعت لمدة مختلفة وعليه يكون: 

الرصيد للمبلغ الاول - 14/1 - جملة (5) ملايين دينار وضعت لمدة تسع سنوات اي ان : 
*1171-0000002)1.04 

الرصيد للمبلغ الثاني - 1172 - جملة (5) ملايين ديئار وضعت لمدة ثمان سنوات اي ان : 
71172-00210415 


الرصيد للمبلغ الثالث - 118/3 - جملة (5) ملايين ديئار وضعت لمدة سبع سئوات اي ان : 


11735-00110417 
وهكذا كما في الشكل : 





بداية السنة الأولى إيداع المبلغ العاشر 


17, - 0 


١ 
١ 
١ 
١ 
١ 
١ 
١ 
11-5000000 )1.047 ١ 
١ 

١ 

١ 

١ 

١ 

١ 

١ 

١ 

١ 


11-111--112--113- . .. 0 


[1+...+1.047) +ةو1.04) +*:2)1.04 :5000000 دلا 
ولو نظرنا الى المقدار المحصور بين القوسين نحد أنه متتابعة هندسية يمكن اعتبار حدها الاول-1 [اخذ 


المجموع من اليسار ]واساسها - 1.04 وعدد حدودها (10) فيكون: 
و1.047)-1)1 


] 11-5000000 
1-1.04) 
10 _ 
. 11.94[ وووموو5-م؟ 
وباستخدام اللوغارتمات نجد قيمة (1.04 ) فنقول : 00 
-غ1 


4 10.1051 -< 6 1.05 
27 «10 -ز ع1.0 
7 << 1,05 
9 - 16 .. 





للحصول على اللوغارقات نستخدم الجداول او الحاسبة او تعطى فى السؤال : 





و1-1.479) 
لس * ير 18-5000000 ٠.‏ 
007 
09 
117-5000000 
0 - 117 


3) أمن رجل على حياته بمبلغ (10) ملايين ديئار لدى احدى شركات التأمين على ان يدفع قسطاً سنويا 
قدره (350000) ديار يدفع في اول كل سنة ولمدة (20) سنة ويدفع القسط الاول بعد التعاقد 
مباشرة فما ربح الشركة في نهاية المدة اذا استغمرت اموالها بربح مركب سعره (6 90) مع 
العلم ان 3.3790 - 1.052396 ر 1.506- (1:05)0.32.6 , 3.0253 - 1081060 . 

الحل 

اذا كانت الشركة تستفمر الاقساط بالربح المركب بسعر 6 90 في السنة . 

فإن : القسط الاول في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة (20) سنة - 3901/1 
والقسط الثاني في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة (19) سبة - 1072 
والقسط الثالث في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة (18) سنة - 5873 


وهكذا ويكون : 
0م ...1171-1172-1413 ع ا 
ويكون : 
77 --1 117 
”*'2500002)1.06 - 112 
15 -- 71173 
(350000)2)1.06 -11720 
وبالجمع يكون: 


[(1.06)+...+ة1و1.06) +ز1.06) +2)1.06(20 ]350000 - 7ل[ 
[1+...+ة1.06(1+2)1.06(1) ](350000)1.06 - 


المقدار الذي داخل القوس متتابعة هندسية فيكون : 


1 ]2)1.06(20-1[ 


117-350000.2)1.06(“ 
)1.06-1(١ 








_ 350000)1.06( 
1 006 


2/0000 
2)1.06022-1] ووو - 


]2)1.0622-1[ 


بحد )2 باستخدام اللوغاريكمات ليكن : 
57 -2 


1.08 2- 20.105)1.06( 
10 2 - 3 
1.08 2<- 0 

2- 6 


مفعووق الللنطه وز 


مور للللقة ب 


117 - 0 


13640430-10000000--0 


دينار ربح الشركة 








1) جد مجموع حدود كل من المتتابعات الهندسية الاتية : 
3١»>11:2:4....128‏ 


د512-,... 5و6:12-و3 رط 
ا 00000000 

2) جد المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 16- ومجموع الحدود الثلاثة الاولى منها يساوي (48-) 

3) جد الحد العاشر من المتتابعة الهندسية التي يكون مجموع الحدود السبعة الاولى منها (547) واساسها 
3١‏ 

4) متتابعه هددسية حدها الاول - 256 واساسها ( لحت ومجموع (13) من حدودها ابتداءا من المحد الاول 
بارع ل 170 فما قيمة (2)؟ 

5) من المعلوم ان عدد مربعات رقعة الشطرغُ - 64 مربعا فلو اراد شخص ان يضع على المربع الاول حبة 
حنطة واحدة وعلى المربع الثاني حبتين وعلى المربع الثالث (4) حبات وعلى المربع الرابع (8) حبات 
وهكذا فما عدد الحبوب التي يمكن وضعها على المربع الاخير وما مجموع الحبوب على الرقعة [استعن 
باللوغاريتمات لايجاد النتائج ] 

6) عيّن المتتابعة الهندسية التي حدها الاول هو (16-) ومجموع الحدود الثلاثة الاولى منها يساوي ( 48-) 

7) اذا كانت النسبة بين مجموع الحدود الاربعة الاولى لمتتابعة هندسية الى مجموع الحدود الثمانية الاولى 
معنا" عسة حل فما اساس المتتابعة ؟ 

8) متتابعة هندسية حدها الثاني (128) وحدها السابع (4) فما مجموع الحدود التسعة الاولى منها؟ 


9) يودع رجل في بداية كل سنة مبلغ (5) ملايين ديدار في مصرف ليربح ربحاً مركباً بسعر 5 96 فما مقدار 
رصيده في نهاية السنة السادسة مع العلم ان 1,0853767-3.5767 , 2.0212-( 105 )1.08؟ 

0) وضع رجل مبلغ (500000) ديئار في مصرف بحساب الربح المركب بسعر (904) لمدة 20 ) سنة فما 
جملة المبلغ مع العلم ان 1.051094-3.0390 , 1:08500-2.6990 , 104-2.0170 )1085؟ 








1) لكل ثما يأتي توجد اربع اجابات واحدة منها فقط صحيحة. اختر الاجابة الصحيحة : 
أ اذا كانت <...52- 0 2 10> متتابعة حسابية فان : 


2-11 2 5- -2 والحد السادس - 10- 

3 5--2 4) ليس ايا ثما ذكر 

ب ) متتابعة حسابية حدها الثامن - 28 وحدها الحادي والعشرين - 67 فان : 

1) اساسها - 3 وحدها الاول - 7- 

2 اساسها - 3- وحدها الاول - 7- 

3 اساسها - 3 وحدها الاول - 7 

4) اساسها - 3- وحدها الاول - 7 

ج) عدد الاعداد الصحيحة المخحصورة بين (1000 ) . (2000) ويقبل القسمة على )7١(‏ بدون باق هو 
1 142 22 143 3 144 4) 285 
وم ركبة الحد الذي قيمنه حلب في المتتابعة <..., . ' 0 ' لك هي : 

+ 4 1 3 0 3)1 


2) يوجد )11١(‏ من الاوساط العددية بين 36:3 ونسبة الوسط الثانى الى الوسط الذي ترتيبه (11-1) هى 

0 فما قيمة (11)؟ 

ّ 10 

3) اوجد مجموع الاعداد الصحيحة التي اكبر من 100 واصغر من 1000 والتي لاتقبل القسمة على 5 
بدون باق 

4) ثلاثة اعداد تكون متتابعة هندسية مجموعها - 14 وحاصل ضربها - 64 فما هذه الاعداد ؟ 

5) اذا كان الزيت المستهلك من احد الخزانات في كل يوم - ِِ ما يستهلك منه في اليوم السابق مباشرة 
فإذا استهلك منه في اليوم الاول (243) لتراً فبعد كم يوم يستهلك منه (665) لتراً؟ 


6) اذا كان +97:25.. .و7 متتابعة حسابية وكانت 2 + 532 - 7 جد عدد حدود المتتابعة 


ومجموعها. 





7) اي العبارات الاتية صائبة واي منها خاطئة 

أ) اذا كان (3) اساس المتتابعة الهندسية <1[12> فان 82.113 - 175 

ب ) اساس المتتابعة الهندسية <...115-11-, 1) هو )1١‏ 

مدن انا كان ده ل - 328,2 ) متتابعة هندسية فان 8--ه. 

د) اذا كانت 16١‏ و 4 > متتابعة هندسية فان 8- -2 

ه) في المتتابعةحسابية <2063.. .37:11 > فان 2-59 

و) متتابعة حسابية حدها الغالث - 9 وحدها السابع - 3- فان حدها العاشر - 12- . 

7) متتابعة حسابية مجموع الحدود السبعة الاولى منها نت وحدودها الاول والثالث والسابع تكون متتابعة 
هندسية جد المتتابعة الهندسية. 

8) كم حداً يلزم اخذها ابتداءاً من الحد الاول للمتتابعة الهندسية <..., 64,96,144) ليكون مجموعها 
2009 


9 متتابعة حسابية اساسها )3١‏ وحدودها الثانى والرابع والثامن تكون متتابعة هندسية جد المتتابعة 


الهندسية. 


0) ما عدد الاوساط الهندسية بين 1536١‏ ), (3) اذا كان الوسط الرابع (48) . 








الفصل الثالث 
13 011 


المصفوفات واحددات 





[3-1] مقدمة 

تلعب المصفوفات دوراً مهماً في علم الرياضيات وعلم الاحصاء وعلم الاقتصاد والمجالات الاخرى مثلاً 
الحاسبات», وهندسة الكهرباء والاتصالات والعلوم الاخرى. 

وكان للعالم الياباني سيكي كووا (1683) والعالم الالماني ليبئز (1693) الفضل في اكتشاف 
المصفوفات والمحددات وذلك من خلال العمل بطريقة الصينيين القدماء في حل المعادلات الآنية عن طريق 
استخدام اعواد من البوص ووضعها في مربعات بتنظيم معين مشابه لطريقة حساب محددة المصفوفة. لقد 
نشر ليبنز اول مغال عن المصفوفات والمحددات بعد ذلك بعشر سنواث. 

أما العالم كيلي (1821) فقد قدم سئة 1857 ) نوعا آخر من الجبر هو جبر المصفوفات. 

وفي عام 1750 طور كرامر طرق حل المعادلات الخطية بأستخدام المحددات, ان للمحددات والمصفوفات 
تطبيقات كفثيرة في الرياضيات. كهندسة التحويلات النقطية. والهندسة المستوية وهندسة الفضاء. وامتد 
هذا الاهتمام ليشمل مجالات عدة مثل: مجالات التخطيط والتجارة والاقتصاد والصناعة والزراعة وعلوم 
الفيزياء والاحياء وغيرها. 

ومن أهم الاستخدامات الحديئة للمصفوفات كونها اسلوباً رئيسياً لتزويد الحاسب الالي بالبيانات 
وكذلك تبسيطها اساليب عمله الى حد كبير وفي هذا الفصل سنعرف المصفوفة وبعض العمليات عليها. 


ونعرف محدد المصفوفة وكيفية استخدامه فى حل المعادلات الاتية بطريقة كرامر. 








[2 - 3]المصفوفات وخواصها 21026©1]1©5 1211 220 5وع»112611 





في اغلب مجالات الرياضيات والاحصاء والعلوم الاخرى يتم تبويب وتنظيم البيانات حيث ترتب بشكل 
قاعدة منظمة من البيانات . 

مثلا في الجدول الآني اعداد تبين ترتيب أول أربعة فرق في الدوري العراقي لكرة القدم سابقاً بعد مرور 
0 مباريات من بدء الدوري الممتاز . 





لو اخذنا الاعداد فقط واهملنا التسميات لحصانا على الجدول الآتى: 


6 3 1 21 
5 2 3 17 
5 1 4 16 
4 3 3 15 


نلاحظ ان العمود الاول يمثل اعداد المباريات التي فاز فيها كل فريق والصف الاول يحتوي على اعداد 
تفل نسائج فريق الزوراء من قوز وتغادل وخسارة وعدة العقط, 

مثلا عندما نسأل عن عدد تعادلات نادي الطلبة فأن الصف الثالث يمثل نتائج نادي الطلبة والعمود 
الثانى يمذل عدد التعادلات فالعدد الموجود فى الصف الثالث والعمود الثانى هو 1 يمل عدد تعادلات نادي 
وبنفس الطريقة نحد عدد الفوز لنادي الشرطة والذي هو في الصف الرابع والعمود الاول والعدد هو 4. 










وهذا التنظيم العددي للبيانات وبهذا الشكل يسمى بالمصفوفة 1121322 . 

مثال : البيانات الآتية تبين المعدل (الوسط الحسابي) لدرجات الطلاب في احدى الثانويات في مادتي 
اللغة الانكليزية والرياضيات للامتحانات الوزارية للمرحلتين المتوسطة والاعدادية (العلمي فقط) للسنوات 
8 - 2007/7 - 2006 





58 63 61 069 
56 65 64 67 
62 069 68 71 


اعداد الصف الاول تمثل معدلات للعام 2006 ومعدلات العمود الثالث مثلاً تمل درجات الرياضيات 
للمرحلة المتوسطة. وهكذا لبقية الصفوف والاعمدة. 
فالتنظيم العددي للبيانات بهذا الشكل المستطيل يسمى بالمصفوفة غ112)137. 


تعريف (1 - 3) 
المصفوفة عبارة عن ترتيب للاعداد على شكل مستطيل مرتبة بشكل صفوف (107385) عددها 
2 واعمدة (0111111115©) عددها 12 حيث 12 , 112 اعداد صحيحة موجبة. 


يرمز للمصفوفة بالحرف الكبير لل أو 5 وهكذاوت تقرأالمصفوفة 4 أو 1 








نلاحظ عند كتابة المصفوفة نضع الاعداد بين قوسين كبيرين وعدد الصفوف 112 وعدد الاعمدة 11. 


[3-3]رتبة المصفوفة 121:17 2 01 01013 





لكل مصفوفة رتبة تتمثل بعدد الصفوف أولاً ثم عدد الاعمدة ثانياً وتكتب 1 2 112 


حيث عدد الصفوف 112 , عدد الاعمدة 11 


مغلا 45 531 40 
رتبتها 213 - 4 
0566 41 30 
رتبتها 3 1 [ه 8-123 
13 د وت 
6ع 4 5 
2 
43 |1 2 7|]-[ 11 [7]-م 2*1 ا 3 
ول 
3 8 


الاعداد الموجودة فى المصفوفة تدعى بعناصر المصفوفة (111612612215) 


مثل" 
1 2- 1 
رتبتها 313 5 4 16] -4م 
9 8 15 


ماذا يعني , , 2 ؟ يعني العنصر الموجود في الصف الاول والعمود الثاني 2 -يرة 





وكذلك ,,8 يعني العنصر الموجود في الصف الثاني والعمود الغالث 
5 ورة 
وهكذا لبقية العناصر 
ويمكن الكتابة بالصورة [.: 2] - 4 حيث 0 ...و2953 و1 -1 
ا 2 و1 كز 
تعريف (2 - 3 ) تساوي مصفوفتين 
يقال للمصفوفتين انهما متساويتين اذا وفقط اذا تحقق الشرطان : 
1 - الصفرضان لهما نفس الرنة. 
2 - عناصر المصفوفة الاولى تساوي نظائرها من عناصر المصفوفة الثانية. 


' 1 1 
مثادً 05 3 0.1 
10 2 
22 18 22 يق 
_ أذ 4- َ 5 ١‏ 075 7 


[ انلاحظ: 1: ان الصفوفتين 13 مل لهما نفس الرتبة 2:2 


2 د - - 0.5- - وب - رط 4- ةد رط 
اي انه كل عنصر فى المصفوفة للد يساوي نظيره فى المصفوفة 1 
.٠‏ 4 - [آ 
عدون 6 1 6 
6 
1 7 8 ا 1[ | -4 
ا 605 025 2ت 
4 4 02 
متساويتان؟ 
ال 
نلاحظ ان المصفوفتين 8 و لدم لها نفس الرتبة 2 ا 2 وكذلك 
7 1 
00 خوط حوية 6 - بورطاعيبة 
1 2 2 1 
2 - 0,25 - ررط - ريه ات ووم - ه- رط 


4 0 21 
المصفوفتان 1 و ىر متساويتان ويقال 15 - هر 





هل ان المصفوفتين متساويتان في كل ما يأتي ؟ 





3 1 3 
2ه 4 |-ظ8 2د 4|-م 
+4 5 0.8 
2 5 
1[ 4 ا 
7 009 
1[ 4 


٠.5 -8‏ العنصر في الصف الاول العمود الاول في المصفوفة ل هو 2 
العنصر في الصف الاول العمود الاول في المصفوفة 8 هو 1 
اي انه ,8 7 ,,2 لذلك 8 2 كر 
5 - ".' رتبة المصفوفة ل هي 2 ا 2 
ورتبة المصفوفة 15 هي 3 ا 1 
.. المصفوفة ل + المصفوفة 135 


جد قيم 3 ول[ حيث 18 © 8 وا في كل مما يأتي : 


3 7١١ ى‎ 3 2-1 
21) 
578 1 12 1 





32 





الحل 


'.' المصفوفتان متساويتان 0 العناصر المتناظرة في المصفوفتين متساويتين (1) 
2 -8 + وآ كذلك 2-1-7 .* 
8-12-8 1 + 22-7 
4 - .و 8 - 22 
4 << 
'.' المصفوفتان متساويتان 6 العناصر المتناظرة في المصفوفتين متساويتين 229 
2-1 .'. 
1 1 
> حدر 
2 


كذلك 5988-1-47 
3 1 2 
حنن ‏ 5979-3 597-172 جه 2ت . ##ر + [1 - 59 
- 1 7 س2 كر 3 


'.' المصفوفتان متساويتان 
لعا 1 له - 7 لب 3 لب 


نعوض في المعادلة (1) عن 32 





اك ل ات 





فيما يلي بعض انواع المصفوفات 
1 - المصفوفة المربعة 11211372 :501121 : هى مصفوفة تكون فيها عدد الصفوف 1132 مساوي لعدد 
الاعمدة 12 اي انه 12 - 113 وتكون رتبة المصفوفة بالشكل 112 ا 111 أو 2 ا 12 مثلاً : 


4 0 3 
0 7 1- 5 5-0 5 
3:23 1- 2 5 | - 5ٌ] مصفوفة مربعة 27«”2 . 7 مصفوفة مربعة 
11 9 8 


2 - مصفوفة الصف 1121112 15071 : وهى مصفوفة تتككون من صف واحد فقط أي 1 -12 مثلاً: 





2 [2 3]- ىم 4» 1 [2 7 5 8-4 
3 - مصفوفة العمود 11313376 20111113) : وهي مصفوفة تتكون من عمود واحد فقط أي : 1 -12 
ملا : 
1 1- 
- 18 
21 . 1 “3 8] -لم 
4 


4 - المصفوفة الصفرية 1/1213:3752 7,10 : وهي مصفوفة جميع عناصرها مساوية للصفر مغلا : 


62-0 0 0 13 











1211 010111601101 مر 





لاحظ المثال الاتى : لديئا ثلاث طلاب متفوقين اشتركوا فى اختبارات لأسئلة الذكاء وهى اسئلة علمية 
واسئلة رياضية واسئلة ثقافية وكانت درجاتهم في الاختبارات كالاتي : 


اسغلة غلمية اسئلة ثقافية اسئلة رياضية 
الطالب الاول 7 الطالب الاول 6 الطالب الاول 8 
الطالب الثاني 9 الطالب الثاني 7 الطالب الثاني 9 
الطالب الثالث 8 الطالب الثالث 9 الطالب الثالث 7 
لمعرفة اي من الطلاب الثلاث فاز بالاختبارات وحصل على أعلى الدرجات نجمع الدرجات وكالآتي : 
7 6 8 7+ 6+ 8 21 
9 ]+| 7 | +|]| 9 ]| - 9 + 7+ 9]| - 25 
8 9 7 8 + 9 +7 24 


نالاحظ ان الطالب الثانى حصل على اعلى الدرجات وهى 25 ويعتبر الفائز, لذلك عندما يراد جمع 
مصفوفتين يقتضي ان تكون لهما نفس الرتبة ثم بجمع كل عنصر في المصفوفة الاولى مع نظيره في المصفوفة 
الثانية . 


تعريف (3-3) 
اذا كانت | زقه | - 4 , | زفط | - 8 مصفوفتين لهما نفس الرتبة 12 © 113 
فان | قط + زنه |- 8 + م 


جد نا ما يلي : 





يخ 73 


7 

2 6 35 35 ببسم 
١‏ 1 :]| 2 2 3 |2 3 || 2 
1 و.م| ل0.31 0.9 1ل0.01- 0.3 0.4 + 5.ما ل0.01وه 10.4 ل0,3 


ّ | 2 0 ُّ -- 
.5-3 13 ]| ل4[3 5  ]‏ [قل 8 
مثال 155 
اذا علمت ان َ 0 1" م 0 سَ 
- 35 
2 4 3 1- 7 5 
جد قفيمتي لا 1 حيث 1+8 527 
الحل 
ا 1 0 4 + 3 
4 3+ 37 ل 
2 - 3 + لو وكذلك 6 -2 يوي 
8-2-3 وكذلك 6-2 -2ي 





د 


-3 ١ 1 2 -3+1 5+)-2( -2 3 
1 4+1 - 0 3 
2 -1 4 7 2+4 -1+7 6 6 


3 3- 5-8 0 + 3- 8ه 0 5 3- 2 
- - + |- )دم - 
2 6 3 +1- 4 +2 3 4 1- 2 





[3-6] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع 






اذا كانت المصفوفة | زف | - 4 فأن | زه -] - 4 - تسمى بالنظير الجمعي للمصفوفة 4 
مثلا اذا كانت وموك مصفوفة فأن وك - تسمى نظير المصفوفة 4 بالنسبة لعملية الجمع حيث 


0م 0 
8 0 دق درم ) د در4- , + 4 


اي انه إذا كان ناتٌح جمع مصفوفتين هو مصفوفة صفرية فيقال ان احدى المصفوفتين هي نظير 
المصفوفة الاخرى بالنسبة لعملية الجمع وتسمى المصفوفة الصفرية بالمصفوفة المحايدة في عملية 
الجمع ( 81213752 لدنتانء[]) . 





ما هو النظير الجمعى للمصفوفات الآتية؟ 


1 5 2- 2 .0 - 
© 7 ]هه [ شي]ده * 
1 4- 3 1 3ل 
2 
الحل 
انام 2 8- 
1 25 -ه 
1 3ك 
.”. نظير المصفوفة 4 بالدسبة لعملية الجمع هي المصفوفة 4 - 
8 1 
1- 23-] 
لانه 1 0غ أرقف +2 0 0 
0 0 )ا ل1+1- 3 لحم + 3ل ”7 5 
3“ الصفوفة” 1 282 390 فأن نظيرها الجمعى 7  -1‏ 5- 
1 ]1 5 1 -15- 
قد 4ه 3 ا 4 - 
2 2 
لانه ا (1-) +1 )-5١‏ + 5 7 |- ره به 
و سريت 4 + 4 39-)+3 
2 
0 
١ 0‏ 
وكدالك 0 0 060 
- 85 + 1- 
0 0 0 
|[ املاحظة 
1 - عند ايجاد النظير الجمعي لأي مصفوفة نغير اشارة كل عنصر في المصفوفة اي انه نأخذ النظير الجمعي 


2 - اذا كانت 3 و لك مصفوفتان لهما نفس الرتبة فأن 19 - ) + 4 -5 - ل 








الل ل ل ل ل نات 


1 - عند جمع مصفوفتين لهما نفس الرتبة 12“ 333 فالناتح هو مصفوفة لها نفس الرتبة 1< 322 مثلاً : 
7 1- 1 4 2 3 3 1[ 2- 

58 7 4 و ا 3 6 5 2 1 2 9 

2 - عملية جمع مصفوفتين تتمتع بخاصية الابدال ( 220111113113115 ) اذا كان 1 رلل مصفوفتان لهما 


نفس الرتبة ١13‏ 112 فان كل + 8 - 5 + لل لانه : 
8 ع زنط , زنه | فط + ننه ]| -[ نف ]| +[ زنه | - 8 + 4 
وتتمتع بخواص جمع الاعداد الحقيقية | [ذ8 |+ | زنط | -] شه+ زنط | ده+ظ8 -8 ده .:. 


0 
3 


: 7 4 2 
3 له 4]- 5 ,]م ]| - » 
8 5 5 0 1 
حظ 9 1- 2+7 4 3 
9 ا || 0 اا ا - 418 
8 6 0+8 1+5 
وكذلك ا ؛]- م 0 غ8 
8 6 0 +8 1 + 5 


اي انه 4 + 85 - 53 + لى 
3 - عملية جمع المصفوفات تتمتع بخاصية التجميع ( ©45500131157 ) اذا كانت ) , 8و 4 مصفوفات 
لها نفس الرتبة 13 122 فأن : 
28+69 عل - )در دفقضر) 


حا ا ا ل 


جد : 
+5 دق /1 
)+ 85) ع لد4 /2 








1 1 0 04 1 1 1 
0 5 8-8 8+3 8ه 3] [8 8 


2 1+ 9 | ردقل ده 
)-39١ 7+ 8‏ +3 5 


1 سم ينفو | 1 َ 
16 5] ل1+15 0 + 5 15 0][ل1 5 
نلاحظ من 2 , 1 أن : 28+65)+4-)+رظ دنقضلر 
4 - وجود المصفوفة المحايدة في عملية الجمع وهي المصفوفة الصفرية : 


لتكن ا مصفوفة من الرتبة 1337)13 توجد مصفوفة صفرية من الرتبة 11213 فأن 
م + المصفوفة الصفرية 11212 - المصفوفة الصفرية 12113 + كل 


حلم 


0م 0 
- 4 نلاحظ ان المصفوفة 0 0 محايدة 
0 0 
4 5ل 4+0 5+0 0 0 4 5ل 
2 6 - 01 +2 6+0 - 1 0 ]| + | 2 6 
 |1‏ 5 1+0 5+0 0 0 1 5 
وكذلك 
4 15 4 5-- 0 0 
2- 6 2 6 + |0 0 
1 5 1 5 0 0 


5 - وجود النظير الجمعى للمصفوفة (ع115©15 400113576 ) : 
اذا كانت لل مصفوفة من الرتبة 131113 توجد مصفوفة دل - من نفس الرتبة 1331/13 تسمى بالنظير 
الجمعى للمصفوفة 4 حيث 4-0 +( 4-) - (4-) + لك , 0 مصفوفة صفرية من الرتبة 11213 





[3-8] ضرب المصفوفة بعدد حقيقى 





لاحظ عزيزي الطالب هذا المثال 
محل لبيع المرطبات وضع قائمة تمثل الاسعار ( بالألف دينار) لانواع واحجام المرطبات التي يبيعها وهي 


كالاقي: 
قدح كبير قدح وسط قدح صغير 
بالكاكاو 5 32.5 25 
يشكل 4.5 3 
حليب بالفستق 6 4 3 
اراد ان يرفع اسعار المرطبات . اقترح ان يضرب هذه الاسعار بالعدد 1.5 فحصل على الجدول الآتي : 
قدح كبير قدح وسط قدح صغير 
بالكاكاو 7 525 25 
ميشفكل 6075 4.5 3 
عليت بالفسكق 9 6 0.5 


اي انه ضرب كل عدد في القائمة بالعدد 1.5 وحصل على هذه الاسعار. 


تعريف (3-4) 


اذا كانت | أ 2 | - ل مصفوفة من الرتبة 8“ طم و 12 >“ع[ 
فإن إزذه.ع1]- 4.ا 








اذا كان 5-2 . 2- -دبآ , | 4-2 
2< 1 
حد : 
لم .1 /3 لم . 2/1 لم .1/1 
الحل 
2 ا 0 3 1277 هع ١١‏ 
2ه 2لحخا ل2:2[2 لذ 1 * 4-2 02 1 
0 >2 020-7-|2 .2/1 
1 2 02م“ 2- 1 “ر 2 1 
ادن" 7 5 2-22 لإ مدع اذ 
4د 2لنت] [ 23ل 223 1< ] |2ل10 





[1- 3-8] بعض الخنواص لعملية ضرب عدد في مصفوفة 





ليكن 1 , 4 مصفوفتين لهما نفس الرتبة  .‏ 16 ع 1[رخآ 
5 + ا - رظ +ع ك1 /1 
ىبل كاآ - د دآ 1) /2 
ذ 1 + 1 4-16 (ج]آ + ك1 /3 
4-5 فأن ‏ 0+ >1 5 4-1 >1[ (/4 
مصفوفة صفرية ل أو 1-0 فأن مصفوفة صفرية -4 ك1 /5 


جد المصفوفة 4 اذا علمت ان 


1 1 1 
ا إعدم دم ١‏ -4 ) 5- 
55 1- 0م 1- 
١‏ 4-5 5- 


الحل 


-5 4+ 


حسم ايم آتاع إن 


ل 64-4 


- 


حلم 


3 1 

53 

و ٍِ 5 . 10 1 
0 5 5 1- 

عم كر م 
0 +5 5-+1- 


0 

















س1 : جد قيمتي 7[ و حيث 15 © 7و2 فى كل نما يأتى : 


8 | 02 0 1 
0 0 1 22-37 323/2 
1 4 ص 1 3 0 2 
- 2 05© 2-_- 
6 9 6 6 35 
1 15 ْ 1 1" عه ْ 


س2 : جد ناح ما يلي : 


1 4 ا 7 1 م )1 
30 
3 2 11- 1 2- 5 
1 1 
1 2- د 
ا ]|3 4 ع 4 2 
3 0 1- 2 
5 1 
م84 5 لح يد 5ل-3 | 39 
3ل 3‏ 2ك | | 3ل-- 2ل 
2- 3 5 2 
4١ 3 1 -.4‏ 
3 |ا+ [ 2-2 + ]| 1- 
2 0.9 1.6 
س3 : جد المصفوفة 3 في كل ما يأتي : 
7 2 :اه )1 
3 5- 1 4 
0م 0 0 5 7 ب 1- 4 3 29 
0م 0 0)| - |2- 8 6 | +| 3- 2 2 5 ] -2 
0م 0 0 2 3 4 7 1 6 
س4 : اذا كانت |[ 2 


7 0]-© .[2- 3 4-]-8 ,[ 5 2- 4-1 جدلمصفوفات 


)5 +8 -ل4م (2 6 +24+318 1 
28-6 +ه4- (4 ) +8 دىدة (3 









9 - 3 الغددات وخرواصها 21:026©1]1©65 111 21101 126611211121115 





محدد المصفوفة 3:376 1/12 4 01 106161111111212 ©111': هو عدد حقيقي يستخرج من المصفوفة المربعة. 





١ 0‏ يسمى محدد المصفوفة ويرمز له / وأن 
4 © 












5 1 0 1 32 - 
عدد حفيقي 2 -- 201 ح- كك 
مغال813] ) 
جد قيمة كل ثما يأتى 1 
7 3 4 1 5-5 ُُ 9 1 ل 
10 0 ٍ 1 (23ل5 2 3 2 
الحل 
1[ 4 (آ1 
4- 2-12+2-)4»3-12 - 1 
8 أن 
6+6-2- 2 ير وق - 332 ”ا 2[ - 
ند 3/3 2 
1 
3 كن و3 
21 _ 24 -ة ىو 3 ريو 3 + ك1 -اة 4 ' 
8 8 8 2 4 2و 1 
4١ 3 5‏ 
0 -30-30- 6بير5 - 310 - ظ ظ 
010 6 


10 


اذا كان محدد مصفوفة ما يساوي صفراً فتسمى المصفوفة بالمصفوفة المنفردة (1/1211:172 :5111511123 ) 


جد قيمة 12 في كل ثما يأتي 18 [آ 


الحل 


1-0 +طآ 
1--1آ 


01 


1(«2-1 )-ط<«رة3حعط2) 
2-1 +22+3 
0 -22+3+2-1 
0 -1+ط3-+2ط2 
1-0 +طلر]1 +ط2 

0 -1 +ط2 .:. 





ا 161 حك ارك ل “ا 1ك 





تستخدم المحددات في حل معادلتين من الدرجة الاولى ذات متغيرين حيث 


ا 
6 


ارط + به 


يط + يه 


و بط ويه وب8 2 


رط 1 - لإرط6 + ره 























بك > - لإرط + ايه 
نحصل 
يط - 9إرط ربط + 2 رط به 
بالطرح + - تإرط بط + د ربطايوع+ 
بك - ياك - ريه - 5 رط به 
بكو د يط - زبطية - يطبهة اع 
بيه - يطبهة / بان - ريطن دع 
كدم 5 | د رطية - رط به 
5 كت 
ويمثل محدد مصفوفة معاملات المتغيرين 7[ د في المعادلتين . وكذلك 
ل ع لزنه © - رطان ديطاء 
5 
2 و 
ويمذل محدد مصفوفة المعاملات المطلقة (الطرف الايسر) ومعاملات المتغير ل في المعادلتين . لذلك : 
,5 6 
يط ن ع ل 
١2 5 -‏ 
,5 32 4 
5 َك 








بالطرح نحصل على : 

















و يسمي و9 امه 
أذ 
5 ب 3 
شيع 
(وتسمى هذه الطريقة بطريقة كرامر) يل 


نالاحظ قبل تطبيق القانون يجب ان تكون المعادلدين مرتبتين بحبث تكون الحدود الى فيها المتغيرين 
77 :2 فى الطرف الايسر والمتشابهة احدهنا تمت الآخر والعدد الخالى من المتفيرين (العدد المطلق) فى 
الطرف الامن. 
حل المعادلعين الآنيتين بطريقة الخددات ركرامر) 
398-12 د عدف . 29-11-10 :5 


احا 


يذ 


نرتب العادلتين اولا وكما يلي : 











1 -25 -52 
2 -33 +2 
يمد 
2 5 5 3 
4-19 + 15 - ق براوق - 583 - 1 1 
2 5 بق 
11 5 5 
24-57 +353 - 124 + ولام - 3 # 11 - _- ا 
: 12 بم 3 
11 تت 6 بك 
22-58 اق - 2خ 11 - 12 »5 -ا 5 نئل كر 
12[ م ب بق 








جد قيمتي '3 :2 التي تحقق حل المعادلتين الآنيتين بطريقة كرامر : 


























1--77آ5 +32 
0 - 27 ديع 
امحل نلاحظ ان المعادلتين مرتبتين: 
1- بط ب 
2 2-0 04- 22 1- 2 0 ظ رط ء| * كل 
---د23 و عت 2 مسسسيي 2 للستي كت التنييتك 2 
1[ 65 1 -3«22 3 د بط بهة| ك2 
2 1 رط يه 
7 ا ب 0 بة 
0+1 2-121 -3«0 0 1 © يك داه 
١‏ سي > اص وس د يمسي 2 لمشتس 2 للشتية |[ 
1 1 0 3 بط به ىم 
١ 2‏ يط يه 


حل المعادلتين الآتيتين آنياً بطريقة كرامر : 


الحل نرتب المعادلتين 





اتدل 


حل المعادلتين آنياً بطريقة كرامر : 
3978-0 +42 .ى 57-12 +22 
الحل نلاحظ ان المعادلتين مرتبتين » نجد : 




















5 12 5 6 
1 14- 0- 36 510 - 1203 3 10 5 3 عد كر 
اووك الر ووي لك ا ااال ا ا1 ا لو و ك ا وال ك ‏ لال 12 
14- 6-0 4“ 5 -3 »21 5.5 2 5 2 ىم 
3 4 5 3 
12 2 © 32 
5 58 20-48 10-124 »2 10 4 © 2 7 ار 
35 0-5 -- 0-35 35 35 دل 





4 -14 - 14 - 14 -14 -14 





لاا كز اك ل ا رموه 





يمكن ايضاً ايجاد محدد المصفوفة المربعة 33 وبالشكل : 





6 )5 2 
32 5 كك 
3 5 3 
والتي هي : 
5 
يط يه > 80 ء بط 6 1 32 
0 5 5 به -<إن 5 3 
5 3 32 3 32 5 6 5 2 
مثال19 4 
جد قيمة 4 5 2 
3- 
الحل 
1 3 2 3 2 1 5 2- 
)-29١ - 5 + 4‏ - |2 3 
3 4 0 4 0 3- 5 4 


4< 1- 3-« 3 ] «< 4 + [2»4 - 320 ]لا 5 - 3(1-)<«2 - 10 ]2- - 
[(9-4-)] 2]0+61-50-81+4- - 


- -12 + 40-52-- 4 





توجد طريقة أخرى لايجاد محدد المصفوفة 313 وكما يلى: 


1 / نكرر كتابة العمودين الاول والثاني 


1 1 1 1 1 
5 3 58 5 3 
و5 3 6 رط 3 


نحدد الاقطار الرئيسية بأسهم وبلون يختلف عن لون الاقطار المعاكسة 


2/ نجد حاصل ضرب عناصر الاقطار الرئيسية الثلاث والتي هي: ,© ,2 ,© دي8 © ,8 و © رط 27 


1 1 1 1 1 
دع بن 


5 2 
5 ايه 


3]/ نجد ,11 الذي يمثل مجموع النواعٌ الغلاث : 


« 
[ 


بيه ن + يه اك بط + اي يط بهت , 
4/ نحجد حاصل ضرب عناصر الاقطار المعاكسة الثلاث والتى هى : 
ب يه رطا ريط كن بها ديه يط بو 


5 نحد و11 ويمغل مجموع النواتٌ الغلاث : 


' ب يه ربط ا+خيط يك به+ بيه يط ن - بآ 
واخيرا: 
6 )5 32 
ع 0 11 1 ب 5 كت 
3 5 3 
سنحل المثال السابق بالطريقة الثانية : 
5 2- 5 9 
1 3 1 3 





[<«3-)»3»ا4)+مر2<4<ا5 ) + مر1«»0«< 2-)]- ,11 


4 - 36- 40 + 0 - 
[(53»0)+(33-)<«2« ج02 )+ ر4»1«<4)] - ,ص11 
0-8 +12 +16 - 
5 2- 
4 --28 -4 - رآ - 11 - 1 3 
3 4 
| اسلشحظة 
سوف نعتمد في ايجاد قيمة محدد المصفوفة 373 على الطريقة الثانية 
مثال820] ) 
4 2 3 
8 4 
8 5- 


[(2«» 6« 4 +(مر صلق« 8< ج2-) )2+ (3»4»8)] -,11 
4 - 48 + 80 - 96 - 


[2(<6»8-)) +2« (ر8-)< 3 ) + ررقت« 4« 4) ] - ,1 
214- - 96- 48- 80- - 








838 -224-) -64 - 112 - ,11 - | 8- 
8 2 5 
مثال 21 0 
3 2 1 
3 20 
2 3 
الحل 
2 
3 
> 
2 





(2(2-)< 3 ) + 22023 ) + 5< (3-)< 1 ) -11 نجد 
7 - -12 -0 + 2-15 
(25-)»2)+م102)+383-)<3)- ,11 
7-- 20- 0 +27- - 


3 
0- 47 + 27 -- ( 47-) - ر 27-) - ص81 - ,181 - | 0 3- 2- 
5 





[12 - 3] استخدام المحددات فى حل ثلاث معادلات آنيا من الدرجة الاولى 


بثلاث متغيرات وتسمى طريقة كرامر 












تعلمنا سابقاً حل معادلتين آنياً وبطريقة المحددات (كرامر) وفي موضوعنا هذا سنتعلم كيفية حل ثلاث 
معادلات من الدرجة الاولى وبثلاث متغيرات بأستخدام المحددات وكما يلى: 

بط ءى + ل رط +ع به 

يط بك + ترط + يه 


بطدذيى + نيط + ايه 


يمكن بعد ضرب المعادلات بمعاملات عددية وبطريقة الحذف كما سبق فى حل المعادلتين الآنيتين يمكن 
الحصول على القوانين الآتية لايجاد قيم 2 :22577 
هى محدد مصفوفة معاملات 7 و7[ وا فى الطرف الايمن 





6 5 ب 
3 5 يط 
ب د بط د بط 200014 
تَّ تخ 
بط 3 4 
32 5 و3 
3 5 ى 


ل هى مشابه محدد لل بحيث تحل المعاملات العددية فى الطرف الايسر بدلاً من عمود معاملات ا 
4817 هى مشابه محدد لل بحيث تحل المعاملات العددية فى الطرف الايسر بدلاً من عمود معاملات 97 


8 بط 24 


2 هي محدد المصفوفة التي تمثل مصفوفة .4 بحيث تحل المعاملات العددية في الطرف الايسر بدلاً من 





عمود معاملات 2 
1 5 32 
بط 5 كك 
ب 5 3 32 
0 7 
اط 3 4 
32 5 كك 
6 5 كك 
ملاحظة 


1- يجب ترتيب حدود المعامللات بحيث المعامللات العددية في الطرف الايمن والحدود التي تحتوي 
2- إذا كانت قيمة 8/ - صفر فى حل معادلتين آنياً أو ثلاث معادلات فإن المعادلات ليس لها حل فى 18 . 


حل المعادلات الغلاث وبطريقة المحددات فى كل ثما يأتى : 


1- 32+ 49 +< 1 
4 - 42 + إ5 + :2 


5 - 22 -3988 -ي 





] -10 -80-361-]75+2-12-32[ 34-31 3 











83 مات ل 1 2د + 
1-53- 16-181-15-12-16 + 10-] 
يلك 1 1 ف هلط .ىن ب بط به 
4 1 ار 2 نو ابيط ايه 
> 2 0 “عر 
5د 1 |2- 5 > ابيط يه 7 
١1- 5 -‏ 
4 1 ]|3 4 1 6 65 ل 4 
55 2 |4 5 2 3 5 3 
3 1 2 2-3 1 ب ا بط 3 
2-_- 8 26 زر 4 - 20 + 12 ] - 30 +4 8- )] 
2- حتت ا در 
1 3- 12- [10+16-181-15-12-16-] 
2 1 ب ف 1 - 4 5 1 ,5 3 
5 ' -._ 3 4 5 2 يط 5 كت 
3 561“ * 12-3 بط بط ايه 42 
- - -0ت7 
ىم 6 5 3 ىم 
32 5 3 
6 5 3 
3- 35 3 40 + 12 -5 ]ع - [ 16-6 + 25 ] 
20 سس نس ل لاني ا 


1 1 


2-2و 2- - لآو 2-3 





9 -6ه + تب + 5< و 


لحل نرتب المعادلات الغلاث وكالاتى : 


اولا نجد قيمة م حيث 





1 50000000 
2 7ه 3 | 2 1 
و كر عاميعام ار ١#‏ 
3-1-2 -[3 + 4 +2 ]-[ 3 +2 +4 ] - م 
1| 3 [1- .1 3 اط اط 
كد جف م مد 8 نو يط يط 
1 * و9 11 **[ *و نو ا بط ا بط 41 
- - -خ. 
2 2 ىم 
6١+ 4 20 - 6 4‏ +18 ] - [ ج4- + 18 + 6 ] 
3 :د باسدس: 12 ااال لالت 1ك 1 ل 
2 2 2 
2 6 2 ل 
3 ب رك 3 
نك يط ايه 47 
- - - يق 
2 2 ى 


١ 32 - 4 - و2‎ -2 


8 9 + 41- 2-9 +(36-) + و4 ] -[/27-) +مج6م + 8ه- ] 


2 


3-2 + 22 و 2 


3 -ح # - [ + 212 
4 - 27 + 7و2 - 312 


9 -# ع بو + يس 


3 








3 ب 5 3 

2 8 5 8 1 

2- 5 

2 6 65 قل ىم 
32 5 كت 
و6 5 3 

31-5 [ 27 + و8 +6 ]-[91-) +4 + 36] 
ل م ا ست 271 


6 

3 دست 
2 2 2 

2-3 و 9898-4 .و 5-2 .* 


0 -6-+27-42 -ع:3- .و 10-0 +398-22 +ع .و 52-5 +49 -22 (3 


الحل 
نرتب المعادلات أولاً وكما يلي : 
5 - 572+ 49 - 22 
0-- 27# - 37 + ي* 
6- - 42 - 27 -32- 


نحد 
2 6 5 ل 
1 > ايع يط ية| - كل 
3 8 5 2 





7-- -211- ] - 1 58-] - [ 16 + 8 + 45 - ] - ز و10-) + و24-) + 24- ] - لم 
ثم نجد كلا من< و لآ و 2 وكما يلي: 








4 5 رإءق.ي.. 4ن 5 
ة مهد اعم :3 10- 
"3 جد ]| عل “جار عل 
2 6 ]يها 62-25 م 
تح 7 0 
7- 4 
22022 [5301]-[8-]) [20+2-160-+90-] - [ 100+و60+2-48- ] 
0 
-3 5 7 
5 2 إ5 5 2 
.م 0 - 
2-0 ]2 2-10 1 
"3 د “عه 
[و20-+1-150-24و 80+30+2-30‏ 6ه 4-3 6ه 35| وى 
5 0 0 
7 7 4 
74 4 - 80 
3ع عنمب و 
55 7 
4 2 ام بيه 
3 1 3-10 1 
[24-+45+40-] -7و10-) +120 + 36 #0 5عزمذ> ج-“3| 2م 
1100 ||[|[|[إ[[ظ©![ظ[|[|[|[[[[[[ذأذأذأذأذأذأذذذذ201 جح ا ا 7 
ا 7- ىم 
55- 166-19- 
895--------25222ت2تت2- ‏ -73 
7 37 


5-5 250 لآم 6--2 .:* 








س1 : جد قيمة كل ما يأتى وبين اي منها هو محدد لمصفوفة منفردة: 





























فط 0 - ا ققدة ‏ عد كنت 
6 3 211 )1 
1 5 قمع 2 لالع 
2 
3 2 1 5 :1 3 كد 0 
6 5 4إر6 3 4 2اإر5 هه 6ا| ' 
1 1- 1 1 3 
س2 : حل المعادلات الآنية رجد قيمة * في كل ما يأتي : 
1 ث2 2* 3 3( 3 33 
9 وله 0 - 1 
3١]1 0 61- 3‏ 5خ 28-1 عاك 9 
8 1 5 


س3 : حل المعادلتين الانيتين في كل مما يأتي وبطريقة كرامر 

3-5 +32 , بك - 52-3 (ر1 
لإ - 1-* و #إاد- 25-3 و2 
1--5 +عرة3 .ى 0 ديق + و4 ر3 
1 لآ +* , 39-6 +25 ك4 

س4 : حل المعادلات الثلاث بايجاد قيم 2 , /2 وبطريقة امحددات في كا مما يأتي : 
32-8 -+خخ3-*# .و 5-11+ه8و25+3 .و لح تت -نو +3 ر1 
4 + -62 +52 , 8--2 +22 و لا -<2 + هك رد 


52-0 +9_-عة ىو 2-2-3 +عدك , 377-22-2 + 3 


5- -2ك -:38 + .ىر 8-+إت +*5 ى 1--2 -بو +32 رك 





الفصل الرابع 
211421114 





الاخصاء 1219-1909 


[4-1] مقدمة 





كلمة الإحصاء تعني علم جمع البيانات وتحليلها وتفسيرهاء ولعلم الاحصاء مجالان رئيسان: (الاحصاء 
الوصفي) الذي يهتم بوصف البيانات و(الاحصاء الاستدلالي) الذي يهتم بتفسير البيانات وتحليلها بهدف 
الوصول الى استنتاجات او تنبؤات منها. 

للاحصاء دور مهم وفعال في حل كثير من المشاكل : الادارية والاقتصادية والحياتية والطبية وغيرها 00 
ولاهمية هذا الدور يتوجب علينا دراسته وفهم حقيقته. 

لقد استخدم البابليون (1800 قبل الميلاد) الواحاً من الطين كسجلات للغلال الزراعية وما يجدونه من 
بيعها كما ان المصريون القدماء جمعوا بيانات عن اعداد مواطنيهم وثرواتهم قبل بناءهم للاهرامات نحو 
القرن الحادي والثلاثون قبل الميلاد . 


وكان للحضارة الرومانية اول حكومة قامت بجمع البيانات وتحليلها حول اعداد السكان ومساحات 


المناطق التي تقع تحت سيطرة الرومان والغروات الحيوانية والزراعية والمعدنية المتوفرة فيها. 





[-4] مقاييس الدشتت 0 ] 1162511165 





«مراجعة) 


لكل مجموعة من الاعداد وسطاً حسابياً وان اعداد هذه المجموعة ربما تكون مجتمعة بالقرب منه او 
مبتعدة عنه فاذا كانت هذه الاعداد متجمعة بالقرب من وسطها الحسابي فان مقدار تشتتها ضئيل . واذا 
كانت هذه الاعداد مبتعدة عن وسطها الحسابي فان تشتتها كبير . 

ومن مقاييس التشتت المدى(©1821225) » والانحراف المعياري (1(©7126101 5131201210) 
والانحراف المتوسط والتباين. وسندرس الانحراف المعياري 





اماي لك 5 0 1 20110111 


يعرف الانحراف المعياري بانه الجذر التربيعي لمتوسط مجموع انحرافات قيم المتغير عن وسطها الحسابي 
(281©212 4311111111 ) وسنرمز للانحراف المعياري بالرمز (5) . 


حساب الانحراف المعياري 
1) نستخرج الوسط الحسابي(2)لتلك القيم 
2) نستخرج انحراف كل قيمة عن وسطها الحسابي(3-2) 
3) نربع الانحرافات 7(-75) 
4) نستخرج مجموع مربع الانحرافات 7-2(7) /5 
5) نقسم الناٌ على عدد القيم الاشتت كا 
6) ناخذ الجذر التربيعي الموجب للناتٌ الاخير في حالة عدم وجود تكرار 


دف 251 6:258955-7 5 
- دأو (5) - 5 


7) فى حالة وجود تكرارات. 











حيث أن ] تمفل التكرارات 


أحسب الانحعراف المعياري للبيانات 1:3:5:7:9 
ال 


ع 25 


5 


1+3+5+74+9 _ 7ع أده 





9 5 









اعسي الاتحراق العياري لضموعة من الاششامن من اللجدول العال 





56 23 


1 
3600 ب 21 
2 201652 جح يفاد 7 
23 51 














س1 / جد الوسط الحسابيى للقيم التالية 2 5.58 


س2 / من الجدول التالى .احسب الوسط الحسابى 





س4 / لديئا الجدول التالي 





اوجد الوسط الحسابي والانحراف المعياري 





كع ركاه ع0 


















لقد استخدمنا سابقاً الطرق والاساليب المختلفة في جمع وتصديف وتبويب البيانات وكذلك إستخراج 
بعض المقايبس التي تعطي فكرة اكثر وضوحاً مثل مقاييس النزعة المركزية ومقاييس التشعت إن هذه 
الطرق والاساليب إستندت على البيانات المجمعة من متغير واحد فقط سواء كانت هذه البيانات مبوبة فى 


توزيع تكراري ام غير ذلك وفي أحوال كثيرة نحتاج دراسة متغيرين او اكثر في ان واحد. 


انلع كا ةدم 0 1111621 


إن مفهوم الارتباط الخنطي يقترن بحالة وجود متغيرين أو اكثر تقترن مع بعضها بعلاقات خطية معينة 
على سبيل المثال العلاقة بين طول الشخص (122©) وكتلته (168112) . العلاقة بين تحصيل الطالب المتخرج 
من الكلية والمستوى المعاشي لاسرته .العلاقة بين نسبة الشفاء من مرض معين وكمية الجرعة التي تناولها 
من الدواء. 

إذا كان المتغيرين المرتبطين يتغيران بنفس الاتجاه اي زيادة او نقصان في احدهما يؤدي الى زيادة او 
نقصان في الاخر ويقال ان الارتباط موجب ( طردي) على سبيل المغال زيادة طول شخص يتوقع ان يقابلها 
زيادة في وزنه. وانخفاض في دخل الفرد يتوقع منه إنخفاض في أنفاقه على بعض السلع. أما اذا كان 
المتغيرين المرتبطين يتغيران باتجاه معاكس زيادة او نقصان في احدهما يؤدي الى نقصان أو زيادة في الاخر 
عندئذ يقال ان الارتباط بينهما سالب (عكسي ) وعلى سبيل المثال . زيادة في سعر الوحدة من سلعة معينة | 
يتوقع ان يؤدي إلى انخفاض في الطلب على تلك السلعة . وان إنخفاض في درجات الحرارة يتوقع ان يؤدي ْ 
الى زيادة الطلب على الوقود . ويقال إن الارتباط بين متغيرين تام (]1© ©1611 ) إذا كان التغير في احدهما 
متداسب مع التغير في الاخر ومثال على ذلك . الارتباط بين درجة الحرارة المئوية ودرجة الحرارة الفهرنهايتية | 
هو ارتباط تام . 




















: 9 
12 دا - 1 
5 
ويحم حساب الارتباط عن انال معامل الارتباط 


4-1 ] معامل الازتباط 





أتدة اغقطلاعقق أدمتأهاء ردم 
يعرف معامل الارتباط بانه درجة او قيمة العلاقة التى تربط بين متغيرين او اكشثر مع بعض وهي قيمة 
حقيقية خالية من وححدات قياس المتغيرات المرتبطة بعلاقة . 


7 4-4-1 ] معايا إلا“ 


إك امل الخص 1 5 
لب 0 





أنرع رأ اعت ذرن ا جاع درت 0 351 


يعرف الارتباط الخطي البسيط بأنه الدرجة او القيمة العددية للعلاقة بين متغيرين فقط. 





2 3 11 ا" الارباط بم نبي م 






يعد معامل الارتباط بيرسون من معاملات الارتباط التي تستخدم في حساب العلاقة بين متغيرين متصلين 
وعلى سبيا المثال الطلية الذين يحصلون على درجات عالية فى الامتحانات المدرسية فانهم يحصلون على 
درجات غالية في الامتحانات الوزارية . والعلافة بين سيل الطلبة في مادة الرياضيات وبين قدراتهم على 
| حل المشكالات . والعلاقة بين التحصيل العلميى والذكاء ويرمز لمعامل الارتباط (3) . فاذا كان لدينا 11 من 
ازراج القصم رى'( :,]؛ ١.١:‏ 350 بي3) ١‏ 2330 من الظاهرتين (<). 23 


فان معامل الأرتباط بيرسون يحسب باحدى الصيغتين: 
2 7 1 
01-7 يله - ' 
اات 7 | 0 1 
3 5 


| 1 
1ع 


25- 033 
55 





حيث (1) معامل ارتباط بيرسوت 
- الوسط الحسابي للظاهرة 276 
لا - الوسط الحسابي للظاهرة 3 
5 - الانحراف المعياري للظاهرة 22 
ب5 - الانحراف المعياري للظاهرة لآ 
ولحساب معامل الارتباط نتبع :- 
1 نجد الوسط الحسابي للظاهرنين 7:3 
2 محمد الانحراف المعياري لكل منهما 


3) مجموع حواصل ضرب كل من الظاهرتين (لا- بل)(- ,20 او بلا ,3 2 
ومن ثم نطبق احدى الصيغتين . 





12+<-11 

2 ) عندما تكون 1 + -7 الارتباط طردي تام 
3 عندما تكرن 1- -5 الارتباط تكسي تام 
4 عمدما تكرن 0) > 8 انعدام الارتباط 


5 عندما تكرت 1 بين 0.5 و0.,75) طردي متوسط 


6 عندما تخكرن # تريد على 75.() طردي فوي 


7 ) عندما تكون 7# اقل من 0.5 طردي ضعيف 





جد معامل الارتباط بين المتغيرين ا , ل من الجدول الآتي : 


افك افك افك افَفَكا قنك 





كك كنك هك 35 131 


تحسب الوسط الحسابي لكل فس المتغيرين 
١: 2 6+3+4-3-2 20‏ 
الك 


#4داندم ال-د. كثدة 
5 5 1 
100 6+4 +12+10+8 برع 
8 + ل لسلس لل دالا 
5 5 ل 


اسن كم | كلق | لعا | بوتي | عت« | 8 | خخ 
١‏ 16 م 4 


-4 





1 
فا 2 








الأرياط طردي تام 1- 5 حت 





6-2 - هه مهة 2 و 


ع 1 
- ةج 
رمم عدت 1 
7+ شطع 
5 


1 
8 > ك4 - 1800 ب 
5 


23 


3 
الارباط طردي تام اعد 





ملو 


البياثات العالية تقل الكمية المعروضة من سلعة معينة ومعر الوحدة الواحدة من هذه السلعة .الطلوب 


عحساب معافل الارتياظط البسيط بن الكهية المعروضة والسعر. 


5 501 531 531 1ل 531 1531 انك اك 
قو نا نان نان فا نا نا فا 











1 
235 - 9 _-1 3-7 ا 2 2 
2 4 4 يقي 
73 0 


وهذا يعني إن درجة الارتباط مابين الكمية المعروضة من هذه السلعة وسعر الوحدة منها هو 0.905 وإنه 


ارتباط موجب . دلالة على أنه كلما ازداد السعر ازدادث بالمقابل الكمية المعروضة من هذه اللعة . 





ان الشكل الانعشاري يعتبر أبسط طريقة لعرض بيانات توزيع مزدؤج وهوعبارة عن انعشار النقاط قي 
المستوي زلا , ع العى اخدائيها السيني يمثل قيمة 2 واخدائيها الصادي يمثل لا ومن خلال الشكل 
الانعشاري يكن تكرين فكرة جيدة عيبا اذا كان المعفيرين مرتبطين ام غير ذلك . فاذا لاحظبا ان نقاط الشكل 
الانعشاري متقاربة مع بعضها فاندا نعوقع فى هذه الحالة وجود ارتباط جيد بين المتقيرين اما اذا كانت النقاط 
متباعدة كثيرا فأننا نتوقع ان الارتباط بينهما ضعيف. وكذلك من خلال الشكل يمكن اسعتعاج نوع الارتباط 
فيما اذا كان سالب او موجب وتضغف العلاقة انى تتخفص قيمة معامل الارتباط كلما ازداذ الانعشار. 








معامل الارتباط )١+(‏ طردي تام معامل الارتباط )١-(‏ 


عكسي تام 





عكسي (سالب) 





4-4-3 :معامل ازتباط سبيرمات (الرتبى,) 
١‏ 


506000111 502 2 

لو اراد باحعث قياس التكيف الاجتماعي للطلاب قد لايستطيع ذلك وقد لايجند ما مكنه قياس مثئل ا 
هذة المتغيرات ,فشي هذه امالة يمكن قياس المتغير قياس رتبي كان يستطيع الباحث استطلاع أراء غعادة من ظ 
١‏ 





المعلمين او ثمن لهم صلة بافراد العينة 

لكي يصنقوا افراد العينة وتبيا على ذلك المتغير فيقال ان ( ل )اكشر تكيفاً من (18) وهذا اكثر تكيفا ظ 
من0)) وهكذا :ويمكن اعطاء (لمع المرتبة الاولى في التكيف الاجتماعي بمقارنته مع زفلاثه :وبنفس ١‏ 
الطريقة يعطي (8) المرتبة الثائية و (بأاع المرتية الثالثة . كما يمكن ترتيب نفس افراد العينة على متغير ا 
اخر غير التكيف الاجتماعي كات يكون الاتجاه نحو المدرسة أو مدى نشاط الطالب وفاعليته وقد يرمز ركد) ظ 
للمتغير الاول و( 1 ع للمتغير الثاني فاذا اراد الباحث التعرف على العلاقة الموجودة بين زلا ,لع وهما ‏ | 


متغيرات رتبيا فانه يستخدم 


0 
0 


قانو ن يسيم قا 


ولحساب قيمة معامل الارتباط لسبيرمان نتبع النطوات التالية + | 
' ' / 

1 نرتب كلا المتغيرين 26 ولا تصاعديا او تنازليا ١‏ 
/ 





2 ) تحديد الرتب التي تقابل كل قيمة من هذه القيم ْ 

3 في حالة اشتراك اكثر من فيمة فى هرتبة واحدة تحده الراتب الخديدة من خلال ايجاد متو سطها ْ 

4 حساب الفروق بين رتي كلا التفيرين ١ ١0‏ 

5 حساب هربع الفروق بين المتغيرين ا 

6 تطبيق قانوت معامل الارتباط لسبيرمات 556 ا 
1 
0 





| 


(الفرق بين رتب كلا المتقيرين) رتبلا - رتب 2 - 0 ١‏ 
3 / 5 2 || 

مربع الفرق بين التغيرين -*0 1 

عده ازواج البياناث -11 ) 





مثال_ 01 


كانت تقديرات ستة طلاب في مادة الاحصاء والرياضيات كما يلي : 
تقدير درجة الاحصاء + مين اونظ عيش مقيول : عنية دا قاذ 
تقدير درجة الرياضيات : متوسط, جيد, مقبول, ضعيف, ممتازء جيد جداً 

جد معامل الارتباط البسيط بين تقدير الطالب في امتحان الاحصاء وتقديره في امتحان الرياضيات . 
الحل 

نبدأ بعرتيب التقديرات وفق ترتيب تصاعدي او تنازلي وليكن ترتيب تصاعدي ثم نخصص رتباً من 
الاعداد الطبيعية. 


© , 62 4 0 22 0 


: ضعيف, مقبول» متوسط, حيد ‏ حي جاءا ب كاذ 
ا ضعيق :+ مقبول : متوسطظ جيد: جيل جداء ممعاز 


ثم تعود لتخصيص هذه الرتب والتقديرات الاصلية كما هو موضح في الجدول التالي. 








-1-م 
1188-1 
فا قاط 3 و قا د 3085 ملاس 
مل الأراعاك اوموق 1595 0 و 0 5236-1 
ا 
احسب معامل الارتباط بين رتبة النجاح () والدخل الشهري 737 لعائلة 
160 ج492,66ل9رناة عر 
0150 71010 
اخل 1 (© 50 (آ 2 11 
ترتب القبم تصاعديا 4 , 92 , 850 , 71 ,66 ,260 





فعامل الارتباط عكسي لانه سالب 0.43 - - 2 6505-1 _رىم 








س1 / جد معامل الارتباط بين 6< ولا من الجدول التالي : 





س6 / من الجدول التالي جد معامل ارتباط سبيرمان 
55 0 2 


50 45 :7ق 
س7/ البيانات المعطاة في الجدول التالي تمل الكثافة العددية لاشجار الصنوبر (3) ومساحة قاعدة 
الاشجار(9) 


2: 7 011 2 


>31 


المطلوب ايجاد معامل ارتباط سبيرمان بين كثافة الاشجار ومساحة قاعدة الاشجار. 





01 جن 1 





الانحدار : 

التنبؤ بقيمة فتغير معين من معرفة قيمة متغير آخر. فمثلاً يمكننا استخدام الانحدار للتنبؤ بمقدار الدخل 
القومي ( لا ) من معرفة مقدار الانتاج الرراعي أو الصداعي ( 6 ) لسنة معيئة وكذلك ممكننا استخدام نفس 
الأسلوب للتنبؤ بالدرجات التى يحصل عليها الطالب في الامتحان الوزاري العام زلا ع من معرفة درجاته في 
الامتحان المدرسى 2 ) وبصورة عامة فانه يمكن التبؤ بقيمة المتغير ل ) في ضوء معرفة قيمة المتغير (2) 
باستخداة الانحدار. 

ولأجل التنيؤ بمفدار القيم الخاصة بمتغير معين من معرفة قيمة متغير آخر يستخدم عادة أبسط الصور 
الرياضية وهي الصورة الخطية وتمثل بالمعادلة العامة للخط المستقيم ا 

وتعني هذه المعادلة إيجاد قيمة (7) المتوفعة والعلامة فوق (7) تدل على إن الفيمة ( مترفعة او تغديرية) 
وتساوي قيمة زكا) مضروبة في ثابت معين ((1) مضافا إليها ثابت آخر (8) وكما هو ملاحظ إن المعادلة 
تحمتاج الى التعرف على ثلاث قيم ( غ2 ) ؛ (8) ؛ (9) لكي تستطيع التسبؤ بقيمة رلا ). 

ومن تلك المعادلة ينبغى التعرف على خط الانحدار ر ع3ذ! سمزووعموع 1 

ويمكن رسم خط الانحدار براسطة تحديد نقطتين على الأقل ورسم انط المستقيم الذي يصل بين تلك 
النقطتين ولأجل التعرف على قيم النقطتين التي نريد تعيبنها ينبغي التعرف على قيم 8) ؛ (<آ) 

ونحسب قيمة (8) بواسطة القائون التالى : 


ولاش راط بطم 


5 
دقل - قم 
ونحسب قيمة (8) كما يأتي: 2-7-2 
حيث تمفل ('9) الوسط الحسابي لقيم المتغير لآ وتمفل (36) الوسط الحسابي لقيم المتقير ‏ ويمكن كتابة 
المعاذلة السابقة : : 


11 11 





مال _ 01 


عيئة تتألف من سبعة افراد وكانت نتائجهم كما يلي : 





أحسب معادلة انحدار لآ على ع2 


0 
نريد التبؤ بتقدير قيمة (77) أي درجات الاختبار للافراد في الاختبار الثاني من معرفة درجات الاختبار 
الاول (). 





ووز وح لوطه _ى 
“ب ا - تدم 
4 _ _6840 -44و6 _ 90+-7:992-76__ ن 


02- م 
8 | 6104-5776 762 -784872 





.م 15- 2 3 
11 11 
5 بوجوو ات دع 
7 
1-28 
هعادلة انحدار ولا غلى زا 
+ط-]آ 


11 - 0,32 7:8 


وغددما تكلون قيمة () مئلا (5) كما هو الحال بالنسبة للفرد الغالث فان درجته المنوقعة في زلا 


كي 5 
8 - 9,38 + 5 0.32 - لآ 


.*. النقطة 10.98 ,5 


وعددما تككون قيمة ( ل مساوية الى 100 ع بالنسبة للفرد الرابع 


38 - 9.38 +10 + 0.32 - لآ 


.. النقطة 12.58 , 10 
ولأجل رسم خط الانحدار غلبنا تعيين البقطتين 











منال_هل) 
البيانات التالية تمثل الكمية المطلوبة من (7[) من سلعة معينة وسعر الوحدة الواحدة منها (3) والمطلوب 
معادلة (97) على (26) : 


5554172 64إة8 218171 عا 
»|5 35]641414+558ما 
















كاش لطم _رىن 


1 2) - ةم 


: : 0 .70 -10382 
رونت 58 -_ب الالافة- مقطا 0 0 مط وى نين 


102530 - 70:2 5300-0 40 





5 ح- 6.65 + 6 - 7 . 0.95 + 0-6 


85-01 . 
5 + 2 0.95 - - 17 
ولغرض رسم المعادلة أعلاه نختار القيم (26) لنحصل على قيم ( لآ ) من المعادلة : 
12 8 2:4 
715 5.5 8.58 :لآ 


14 


8555 


)12,1.25( 
2 





2 4 6 8 10 12 14 



















س1 / في تحربة حقلية لدراسة أثر زيادة كمية السماد العضوي على كمية ا محصول من الحنطة تم الحصول على 
النتائج التالية : 





احسب معادلة انحدار كمية الخصول ( لآ ) على كمية السماد (26) 


س2 / إذا كان عدد الاهداف التي سجلها فريق بكرة القدم في عشرة مباريات خاضها مع فرق أخرى مقرونة 
بعدد ضربات الزاوية الممنوحة لهذا الفريق في تلك المباريات كالأتي 





احسب معادلة انحدار عدد الاهداف ((7) على عدد ضربات الزاوية (7) 


س3 / البيانات التالية تمثل درجات (12) طالب وان درجة الامتحان القصوى من (10) درجات والمطلوب 
معادلة انحدار (77) على (72) 


5 
5 


10 
11 
12 
013 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
-20 
-1 
-22 
52 
24 


جدول للصطلحات 


عردي 

الذالة الاسية 

الدالة اللوعارعية 

اللوغاريهات العشرية 
اللوغاريسمات الطبيعية 

الخكاسبة البدوبة 

الوسط اليندسي 

للتتائعات 

الاعداد المصحيحة 

الاعداد الابيعية 

الدالة 

كال الدالة 

التجال اللعامل 

الإعداد اللشتة 

التتابعات المزدية (الشالية) 
الالوساط الكانية 

اللشابعات الهننسية 

الاوساطا الهندسية 

ميلم 
السعر 

قرخ 

الزمن 

الثماة 

التيمة الخالية 
الربح البسيط 


ناء حصنا لتنامع صممورظ 
ملاع صن عتلسط ا تيهوم.] 
وحص نوها لمدراءعءن] 
قنصط ممعم] اتدل 
نما نع لم0 

نمع حت ع أماع تروع ) 
ع5 

ورعمع اا 

و طاحصداك؟ لمتسادلا 

4 » رتنا 

11211 

0) 

قناء تاتصبالكظ لدع] 

نان 6 عناعتتتطاام 
5 5 1أ11]1111 م 
5 لاعت ع أنتاء ترزمع) 
65 0601111165 
110111 

ع2 

ممم 

11 

علووع ام طلا 

عنالة ا اداع نان 

لمزم عازتصرزة 


عربي 


5 الربح للركب 
6 متتالعة منتهية 
7 متتابعة غير منتهية 
8 للد العام 

9- للصفوذات 

0 الصف 

1- العمود 

2 رتبة اللصفودة 
3 للصفودة اللربعة 
4- للصفوفة الصفرية 
5 مصفوفة الوحدة 
6- للصفودة الاحادية 
237 جمح للصفوذات 
8 النظير اللمعي المصفوفة 
9 الحدتات 

0 للعادلات الانية 
1 ديس التشقت 
2 الانحراف العيارى 
3 الارتباط 

4 لارتباط الخطي 
5 معامل الارتباط 
6 الانحدار 





انكليزي 


1011 01020111101 
5601161 عالصماظآ 
56011612 12111116 
ماع "1" لوتعمعى 
ع لاعالا 
ذا 
0 
1ه ممه 01 ن1ع010 
71/121172 :501121 
121172 72,10 
112113 الملا 
11211 121ناع مط 1ك 
01 لمر 
5 0101م 
15 | 1 
5 51111121160111 
0 1 1162511165 
1ع 510101210 
201 
11116011 
أماعك ع0 طامتخداء 011 
1 121 





